2018 | Volume 15 | N° 3 | Pag. 876 a 884 DOI http://dx.doi.org/10.15536/thema.15.2018.876-884.955

CIENCIAS EXATAS E DA TERRA

Uma Abordagem Epistemologica dos Invariantes
KX Adiabaticos: como obté-los

THEM A An Epistemological Approach to Adiabatic Invariants: how to
obtain them

Romualdo Santos Silva Junior?; Milton Souza Ribeiro Miltdo?; Osmar de Souza e
Silva Junior!

RESUMO

Os invariantes adiabaticos sao importantes ferramentas no estudo dos problemas fisicos. Sistemas fisicos que
envolvem péndulos e molas sdo muito empregados em cursos de mecanica classica como exemplos de aplicacdo
dos formalismos estudados. Assim, este trabalho, utilizando um procedimento didatico, tem por objetivo
investigar os invariantes adiabaticos para o problema do péndulo simples, quando o seu comprimento é
diminuido lentamente. Com isso, estaremos mostrando de forma clara o procedimento de obtengao de um
invariante adiabatico, para revelar a sua importdncia no estudo dos problemas fisicos, possibilitando sua
exploracdo nos cursos de graduacdo em Fisica.

Palavras-chave: Transformacdo Adiabatica, Hipotese Adiabatica, Invariante Adiabatico.

ABSTRACT

Adiabatic invariants are important tools in the study of physical problems. Physical systems involving pendulums
and springs are widely used in courses of classical mechanics as examples of application of the formalisms
studied. Thus, this work, using a didactic procedure, aims to investigate the adiabatic invariants for the simple
pendulum problem, when its length is slowly decreased. With this, we will be clearly showing the procedure of
obtaining an adiabatic invariant, to reveal its importance in the study of physical problems, enabling its
exploration in undergraduate courses in Physics.

Keywords: Adiabatic Transformation, Adiabatic Hypothesis, Adiabatic Invariant.

1. INTRODUCAO

Os cursos de graduacao em Fisica lidam com um grande nimero de conceitos e teorias destinados a
explicar e descrever os fenémenos caros a Fisica, sendo que tais fendmenos, invariavelmente, lidam
com equacoOes diferencias parciais. Dessa forma, os estudantes de tais cursos, ao longo de suas
formagOes, se defrontam com tais conhecimentos matematicos, o que se torna necessario o uso de
métodos matematicos avancados que possibilitem solucionar estas equacoes (Monerat et /., 2006).
Vale frisar que uma grande vantagem dos métodos e técnicas matematicas avancadas € a
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possibilidade de resolver problemas complexos de maneira mais sistematica e com um grau de
dificuldade algébrica bem menor.

Um ponto importante a realcar, se relaciona ao fato de que na teoria e lei geral da Mecanica Classica,
que é um dos conhecimentos basilares iniciais na formagdo dos estudantes de Fisica, a utilizacdo de
tais métodos ja ocorre, o que possibilita uma introducdao desses métodos nos momentos iniciais dessa
formagdo. Os métodos matematicos abordados nesta teoria e lei geral da Fisica, como se sabe, sao
riquissimos, permitindo ao estudante um primeiro contato com conceitos e técnicas amplamente
empregadas nos mais variados ramos da Fisica (Lemos, 2004).

Assim, no estudo e andlise de sistemas fisicos tais como, por exemplo, massa-mola, péndulos
acoplados, e sistemas que apresentam comportamento cadtico, dentre outros, podemos utilizar
formalismos avancados de maneira adequada, como o formalismo Hamiltoniano (Goldstein et al.,
2001; Landau e Lifchitz, 1988; Lemos, 2004).

Os péndulos, em particular, s3o objeto de estudo desde os tempos mais remotos (Arnold et a/., 2011),
e seus diferentes tipos e particularidades vém sendo amplamente explorados na comunidade cientifica
(Gauld, 2005). Para esses sistemas fisicos, as solucdes vibratdrias sdo as caracteristicas marcantes.

Frequentemente, o movimento de um sistema vibrante pode ser descrito por uma
combinagao linear de vibragdes ou modos vibracionais. Desde que estamos lidando
com um sistema linear, a solucao do problema em qualquer tempo sera a soma (de
um conjunto discreto) ou integral (que é uma espécie de ‘soma’ de um conjunto
continuo) das solucdes individuais ou modos vibratdrios individuais. Este é o celebrado
‘principio da superposicdo linear’ (Silva Jr., Miltdo, 2015).

De acordo com Fletcher e Rossing (Fletcher e Rossing, 1998), a condicao de linearidade de um sistema
vibracional ocorre quando a amplitude de vibracdo é muito pequena comparada com as dimensées
caracteristicas do sistema fisico sob consideragao.

Isso significa que em um sistema linear podemos encontrar coordenadas coletivas
(denominadas coordenadas normais) em relacdo as quais os modos vibracionais sao
os celebrados ‘modos normais’ que vibram com suas respectivas frequéncias normais
ou naturais e que sao independentes uns dos outros (Silva Jr., Miltdo, 2015).

A discretizacao das solucdes do problema vibratério decorre da existéncia de condigbes de fronteira
no sistema fisico sob consideracao, onde:

Constituem-se em um conjunto de restricdes adicionais que existem no meio onde
uma onda mecanica se propaga, relacionadas com as varidveis espaciais, de tal
maneira que, a depender da simetria e da limitacao de tais restricdes, os movimentos
vibratdrios se restringirdo aqueles possiveis a tal simetria e limitacdo (Silva Jr., Miltdo,
2015).

Ou seja, quando no meio as condigdes de contorno o limitam completamente, confinando-o em uma
parte finita do espaco, temos um conjunto infinito discreto de modos vibratdrios, constituindo-se em
uma onda estacionaria, em consequéncia das reflexdes que ocorrem nas superficies do contorno
existente no meio. Temos, assim, 0os modos normais harmonicos.

Como muito bem assevera Johnson (Johnson, 2011):
Muitos problemas fisicos e matematicos envolvem o estudo dos modos harmédnicos,

solucOes que oscilam sinusoidalmente no tempo. (...). Uma questdo importante, com
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solucdes muito gerais, € o que acontece com esses modos harmonicos se permitimos
que eles se acoplem fracamente uns aos outros. (...). Podem acontecer coisas ainda
mais interessantes se vocé mudar os modos vibracionais com o tempo. (...). Neste
caso, ha um teorema adiabatico geral que diz a vocé o que acontece se vocé mudar
o sistema devagar o suficiente.

Em trabalho anterior (Silva Jr, 2013), resolvemos explicitamente o problema de dois péndulos
acoplados por uma mola utilizando o formalismo Hamiltoniano, determinando frequéncias e modos
normais de vibragao, no caso de duas massas diferentes. Naquele trabalho, ao analisarmos alguns
sistemas oscilatdrios classicos, notamos que sua energia (£) era proporcional a frequéncia de
oscilagdo (f, ou seja, a razdo E/f se mantinha constante quando alguns parametros que
caracterizavam o sistema eram variados. Essa razao constante é o celebrado /nvariante adiabatico do
sistema (Landau e Lifchitz, 1988), que é um conceito importante que, juntamente com outros
elementos do formalismo Hamiltoniano, contribuiram para o desenvolvimento da Mecanica Quantica
(Piza, 2003).

Considerando a importancia do conceito de /invariante adiabatico para a formacao dos estudantes de
graduagao em Fisica e o fato de que o “invariante adiabatico € raramente mencionado em cursos de
graduacado, talvez porque a derivacdo usual da invariéncia adiabética de S é ‘avancada’, fazendo uso
da teoria da mecénica de Hamilton-Jacobi classica, incluindo transformagdo candnica em variaveis
‘acdo e angulo” (Crawford, 1990), neste trabalho analisamos, o mais pedagogicamente possivel, os
invariantes adiabaticos que podem ocorrer em um exemplo concreto constituido por um sistema de
um péndulo simples, quando o fio é recolhido lentamente, isto €, quando o comprimento do péndulo
€ variado de forma lenta, ou seja, a variacao do comprimento do péndulo é lenta em relagdo a
frequéncia angular livre do péndulo. Acreditamos que exemplos concretos desta natureza se
constituem em oportunidades singulares para apresentarmos questdes sutis, como € o caso dos
invariantes adiabaticos na Mecanica de Hamilton.

2. TRANSFORMACOES ADIABATICAS, HIPOTESE ADIABATICA E O INVARIANTE
ADIABATICO

Em um sistema fisico, em geral, ocorrem mudancas (processos, transformacdes). Quando essas
mudangas ocorrem lentamente podem existir grandezas que se mantenham constantes; tais
grandezas caracterizam uma importante propriedade desse sistema fisico, denominada invariante
adiabatico. Ou seja, um invariante adiabatico € uma propriedade que uma grandeza apresenta ao se
manter constante quando no sistema fisico ocorrem mudancas lentamente (Crawford, 1990).

Dessa forma, em um sistema fisico podem existir processos denominados adiabaticos, nos quais
teremos transformacOes adiabaticas, as quais revelarao a existéncia de invariantes adiabaticos. Por
processos adiabaticos entendemos aqueles que propiciem mudancas graduais (lentas) a partir de
condicdes externas ao sistema fisico, de tal maneira que “existem dois tempos caracteristicos
envolvidos: t, o tempo 'interno’, representando o movimento do proprio sistema..., € t., o tempo
‘externo’, sob o qual os parametros do sistema mudam sensivelmente’ (Griffiths, 2005); assim, t. >>
t: dai mudancgas /entas (aproximagOes adiabaticas) nos parametros (devido a agentes externos)
resultam em alteracdes sensiveis no estado de movimento do prdprio sistema, o que significa que
uma variacao temporal significativa de um parametro do sistema ocorrera em uma escala de tempo
muito maior que a escala de tempo natural do sistema (aquela escala temporal que existe na auséncia
da aproximacdo adiabatica). Observemos, como alerta Griffiths (Griffiths, 2005), que em geral, ndo
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se esta falando de uma peguena mudanca nos parametros do sistema, mas de uma mudanca que
pode ser enorme. * Tudo o que precisamos € que acontega lentamente’.

Vale observar que, subjacente a essas condicdes, esta colocada uma hipdtese, denominada Hipdtese
Adiabatica, formulada por Ehrenfest (Ehrenfest, 1917), estabelecida como segue: consideremos, em
um sistema fisico, o conjunto de parametros a,, a, ... que variam lentamente. As variaveis dindmicas

que caracterizam tal sistema fisico dependem, ndo sé das coordenadas espaciais e temporais, mas
dependem desses parametros. Caracterizemos os movimentos possiveis do sistema como B(a).

Permita os valores @yg, @54 ... dos parametros se o sistema for determinado de

alguma forma. A teoria quantica ndo permitira qualquer movimento 8(a;), que pode

existir com esses valores de parametros de acordo com as equagoes fundamentais da
mecanica, mas apenas alguns deles. Portanto, falamos dos movimentos B{a,} como

‘admissiveis’ para os valores dos parametros @yg. @aq -.. Para outro conjunto de
valores dos parametros @4, @, ..., pertencem os movimentos ‘admissiveis’ B{a}.

Agora, a hipétese adiabatica pode ser formulada como segue:

Para um conjunto geral de valores dos parémetros a4, a4 ... somente sdo permitidos

aqueles movimentos que sejam relacionados adiabaticamente com movimentos
permitidos para os valores especiais @yg, Gy ... (iSto €, que possam passar por estes

por uma mudanga reversivel) (Ehrenfest, 1917).

A demonstracdo da hipdtese adiabatica foi realizada por Born e Fock, em 1928 (Born e Fock, 1928),
ao utilizarem o celebrado Teorema Adiabatico.

Sob essas condicdes, portanto, se estabeleceu o Teorema Adiabatico (Pinto et a/., 2000), o qual, em
uma linguagem menos rigorosa, pode ser enunciado como: para uma grandeza fisica que varie
lentamente (devido a variagao lenta de algum parametro), os estados instantaneos associados a tal
grandeza evoluem continuamente (de acordo com a respectiva equagao dindmica) para o estado
correspondente em um tempo posterior.

Conforme Griffiths,

Na mecéanica quéantica, o conteldo essencial da aproximacdo adiabatica pode ser
expresso em forma de teorema. Suponha que o Hamiltoniano mude gradualmente de
certa forma inicial A para certa forma final de . O teorema adiabatico afirma que
se, inicialmente, a particula estda no r+ésimo autoestado de H, ela sera levada (por
meio da equacdo de Shrédinger) ao nésimo autoestado de A (Griffiths, 2005).

Considerando a metodologia a ser empregada na analise de um processo adiabatico, temos que:

A estratégia basica para analisar um processo adiabatico € resolver, em primeiro lugar,
o problema com os parametros... mantidos constantes, e, somente ao fina/do célculo,
permitir que variem (lentamente) com o tempo. Por exemplo, o periodo classico de

n . i . z . .
um péndulo de comprimento (fixo) | é 2w E; se 0 comprimento esta agora mudando

gradualmente, o periodo provavelmente sera 21 fii]r—t} (Griffiths, 2005).
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Tais invariantes adiabaticos apresentam uma relevante propriedade como enunciada por Ehrenfest:

Se um invariante adiabatico {2 para os movimentos ‘permitidos’ Bf{a,}, pertencentes
aos valores especiais @y, @q ---, POSSUi 0s valores numéricos distintos 2, " ..., ele

possui exatamente os mesmos valores para os movimentos ‘permitidos’ pertencentes
a valores arbitrarios dos parametros a4, &5 ..., (Ehrenfest, 1917).

Assim, os invariantes adiabaticos sdo de grande importancia em varias aplicacdes na Fisica, na medida
em que “essas guantidades... podem ter os mesmos valores antes e depois da tendéncia adiabatica’
(Ehrenfest, 1917). Duas importantes aplicagdes, no ambito da Mecanica Quantica, sdao as que
seguem:

Suponha que para alguma classe de movimentos nds, pela primeira vez, introduzimos
0s ‘quanta’.

Em alguns casos a hipotese [adiabatica] fixa completamente quais movimentos
especiais sao considerados como permitidos: isso ocorre se a nova classe de
movimentos pode ser derivada por meio de uma transformagao adiabatica a partir de
uma classe para a qual os movimentos permitidos ja sao conhecidos (especialmente
se 0s novos movimentos podem ser derivados de movimentos harmonicos de um grau
de liberdade).

Em outros casos, a hipotese [adiabatica] da restricdes a arbitrariedade que existe de
outra forma na introducdo dos quanta (Ehrenfest, 1917).

Dessa forma, em varios dominios da Fisica podem existir invariantes adiabaticos que sao propriedades
importantes para a compreensao dos fendmenos sob estudo.

3. INVARIANTE ADIABATICO PARA O PENDULO SIMPLES

Para uma compreensdo maior do que é um invariante adiabatico, consideremos um sistema fisico no
dominio da Mecanica Classica (Silva Jr., 2016). Seja um sistema mecanico que dependa de um
parametro caracteristico @ = A, e suponhamos que, sob a influéncia de agentes externos, A varie

muito lentamente. Por exemplo, uma massa m suspensa por um fio de comprimento /pode estar
executando pequenas oscilacdes ao redor da vertical, com um periodo 7. Se / for gradualmente
reduzido, puxando-se o fio através de um buraco no teto, de modo que variacdes significativas de /
s6 ocorram numa escala de tempos muito maiores que o periodo, T = T, dizemos que o péndulo

esta sofrendo uma transformacao adiabatica. Nessa situacdo, para cada valor da frequéncia w (que

varia lentamente com a variagao lenta do comprimento /), o sistema oscilara muito rapidamente. Para
esse sistema fisico, pretendemos encontrar a grandeza fisica que permaneca constante (/invariante
adiabatico) durante tal transformacao adiabatica.

A Hamiltoniana para este sistema fisico é dada por:

1. 1 _
H=-m(%)*+ mw®x®=E (1)

I

de tal forma que a frequéncia angular w pode variar lentamente, com /variando adiabaticamente,
pois w? = g/I; logo, temos uma deformacao lenta da fungao hamiltoniana.
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Seguindo a metodologia proposta para analisarmos um processo adiabatico, devido a variacao
adiabatica acima, consideremos a variacao temporal para o parametro £e w, como segue:

E() = -m(#)? + sm(w(t))*x?, 2)
0 que nos fornece

E — ' 7 . 7 de

;= mii + mow xx + mwx " 3

A energia mecanica de um oscilador, £, em geral, se conserva. Contudo, como estamos variando
lentamente / i.e., / = /(t), entao w variara lentamente; o que nos leva a uma variacdo lenta de £
(observando que nessa escala de tempo 7 da variacao lenta, o péndulo oscilard muitas vezes com
frequéncia w, de acordo seu movimento proprio). Consideremos, portanto, tal variagao lenta em um
ciclo de oscilacao; dai, “ao longo [desse] ciclo, podemos quase neg//gena’ar a mudanca em w;

portanto, E torna-se quase conservado, com excegao do efeito ndo-zero de = (Crawford 1990).

Observemos, ademais, que,

[a] equagdo (3) contém termos que variam mais rapidamente com o tempo, e termos
de variagdo mais lenta. Durante um intervalo de tempo necessario para que os termos
lentos £ e w variem significativamente, os termos rapidos executam um grande
numero de oscilagdes, de modo que podemos substitui-los por seus valores médios
num periodo de oscilagao (Silva Jr., 2016).

A escolha da média temporal em um periodo de oscilacdo (um ciclo) decorre do fato de que, nesse
intervalo de tempo, as médias dos termos mik e mw®xx, na equacdo (3), vdo a zero, pois nos

instantes t = 0 e t = 1 0s valores de x e de suas derivadas sao iguais devido ao movimento ser

periddico (convém observar que, nesse intervalo de tempo do periodo, a frequéncia é considerada
constante) Além disso como temos uma variacao lenta (adiabatica), a variacao temporal da energia,

, e da frequenaa , no intervalo de tempo do periodo (muito pequeno em relagao ao tempo

externo da variagao) se comporta como uma constante.

Assim, calculando a média temporal da equacao (3) ao longo do ciclo, temos que:

{% = mxi + mw’xx + mmxzi—c: { } = {(mxx) + (me?xx) + (mox? Z‘: . (4
0 que fornece para cada termo:
dE, _ dE
= (5.1)
(mix) = (2L = 2 [32() - 52(0)] = 0 (5.2)

881



Revista Thema
2018 | Volume 15 | N° 3

(meo? xi) = (P22 E00) = P2 [42(1) — x2(0)] = 0 (5.3)
z2dwy _ dw 2y _ dw &
{maowx dt} . {mwx*) 5w (5.4)

Substituindo as equagdes (5) na equagao (4), temos:

dE _ dema®

—demd (6)

dt dt 2

Na dedugdo das equages (5) usamos a solugao de um oscilador harménico, x(t) = Acos(wt), e a

expressdo da média temporal em um ciclo de uma fungdo, {f(t)) = %f; f(t)dt (Nussenzveig, 1994).

Considerando, agora, a Energia Mecanica total de um oscilador, calculada em um ponto de retorno,
quando o valor maximo de x = A e a velocidade x = 0, temos que:

E= %mmzﬂz (7)

Substituindo a equacao (7) na equacao (6), vem que:

S= (8)

que apds integrada fornece

E; = cte 9)

Considerando a relacdo w = 2mf, temos que o invariante adiabatico de um péndulo simples é dado
por:

? = invariante adiabatico (10)

Ou seja, o invariante adiabatico de um péndulo serd dado pela chamada varidvel acdo J (Landau e
Lifchitz, 1988),

J = j pdq (11)

cuja integral é calculada como sendo a area dentro da trajetdria no espaco de fases do sistema.
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Neste caso, temos outra opcao mais simples e geométrica para a determinacdo desse invariante
adiabatico, pois a expressdo da energia do péndulo, equacao (2), pode ser reescrita da seguinte
forma, com p = mx:

p2 XZ
omE T2E/ (12)
Mo
ou, de forma ainda mais sugestiva,
2 2
P n X -1 (13)

a= 2E2 ; b=+2mE (14)
M
A drea da elipse vale 7 a b, e assim,
J = 7z~2mE 2%:31525 (15)
mao @ f

onde, nesta Ultima passagem, usamos a relagdo entre a frequéncia e a frequéncia angular, f = w/27

Assim, a variavel de acdo Jé um invariante adiabatico, e neste caso ele é dado pela razao entre a
energia e a frequéncia de oscilacdo do péndulo (Landau e Lifchitz, 1988).

4. CONCLUSOES

Nesse trabalho desenvolvemos um estudo didatico que permitiu analisar um exemplo da Mecanica
Classica, um sistema de um péndulo simples, considerando o caso em que o comprimento do fio é
diminuido de forma lenta.

Para tanto, estabelecemos a estratégia epistemoldgica que possibilita determinar um invariante
adiabatico, apds conceitua-lo pedagogicamente.

Assim sendo, concluimos que é factivel explorarmos o estudo dos invariantes adiabaticos nos cursos
de graduacdo em Fisica, e, considerando que tal conceito existe em varios dominios da Fisica, teremos
a possibilidade de compreendermos uma grande variedade de fen6menos interessantes.
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