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CIENCIAS EXATAS E DA TERRA

A Formula de Binet e representacoes matriciais
Kg para os Quaternions Complexos de Fibonacci

THEMA
The Binet’s Formula and Matrix Representations for Complex
Fibonacci Quaternions

Rannyelly Rodrigues de Oliveira'; Francisco Régis Vieira Alves!

RESUMO

Este trabalho investiga a complexificacdo do modelo de Fibonacci através do estudo sobre os Quaternions.
Assim, sdo apresentadas as definicdes para os Quaternions de Fibonacci tanto na forma real como complexa.
Nesse sentido, a Formula de Binet e matrizes quadradas de ordem 4x4 e 8x8 sdo exploradas para os
Quaternions de Fibonacci. E, em seguida, essas representacbes sdo discutidas para indices inteiros recorrendo

a identidade F_, = (—1)"Jr1 Fn. Por fim, pode-se observar que as matrizes geradas, nessa extensdo, possuem
ajj = —aji, ondei= jei, j>0, onde ajj € a posicao dos termos, além do mais, foram obtidos os seguintes tracos
das matrizes: 4F,, 4.C, 8F,, -4F,, 4.(-F, +if,_1) e -8F,. Com isso, compreende-se a existéncia de um

processo evolutivo dos nimeros de Fibonacci direcionado a uma abordagem complexa e com indices inteiros.

Palavras-chave: Formula de Binet; Matrizes; Quaternions Complexos de Fibonacci.

ABSTRACT

This work investigates the complexity of the Fibonacci model through the study of Quaternions. Thus, the
definitions for the Fibonacci Quaternions are presented in both real and complex form. In this sense, the Binet
formula and square matrices of order 4x4 and 8x8 are explored for the Fibonacci Quaternions. Then, these

representations are discussed for integer indices using the identity F_p, = (—1)”Jr1 Fn . Finally, it can be observed
that the generated arrays, in this extension, possess ajj = —aji, ondei=jei,j>0, where ajj is the position of

the terms, in  addition, the following  traces of the matrices were  obtained:
4F,, 4.Cp, 8F,, —4F,, 4.(-F, +iFy_1) e —8F, . With this, we understand the existence of an evolutionary process
of Fibonacci numbers directed to a complex approach and with integer indices.

Keywords: Binet's Formula,; Matrix; Complex Fibonacci Quaternions.

1 IFCE - Instituto Federal de Educacdo, Ciéncia e Tecnologia do Ceara, Fortaleza/CE — Brasil.
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1. INTRODUCAO

Alguns autores como Alves (2015), Alves & Catarino (2016), Oliveira, Alves & Paiva (2017) exploram
0 modelo de Fibonacci numa abordagem complexificada, na qual se considera a presenca da unidade
imaginaria “i” em estruturas algébricas que permitem avaliar as relacdes matematicas do modelo em
representacoes complexas. Nesse sentido, sera dada énfase aos Quaternions definidos para o modelo
de Fibonacci.

Os Quaternions representam uma extensdo dos nimeros complexos na forma z = a +bi, para
a,b € R, onde essa estrutura possui uma parte real Re(z) = a, uma parte imaginaria Im(z) =b e

/7

a componente imaginaria “i”. De modo geral, conforme Halici (2012, 2013), um Quaternion é definido
pela equacdo q = qpl+qye; +g,e;, + gzez onde se tem duas partes: uma escalar Real composta

por (qgp,q;,9»,93) € uma vetorial com a base, no R3, (e;,e5,e3) , além disso, vale que

(e1)2=(ey)2=(e3)2=e;.65.e3 =—1.

De modo analogo, quando a parte escalar de um Quaternion é constituida pelos nimeros reais de
Fibonacci F, = F,_; +F,_>, n > 2, tem-se, entdo, um Quaternion de Fibonacci descrito pela seguinte

equagdo Q, =F, +F,,1€; +F,,2€> +F,,3e3, onde a parte escalar Real € composta por
(Fy/Fi1sFri2,Fre3) € @ vetorial possui base (eq,e5,e3). E, quando a parte escalar é formada
pelos numeros complexos de Fibonacci C, =F, +iF,,; com i2=-1, tem-se, entdo, um
Quaternion Complexo de Fibonacci determinado por R, = Qq +i.Qn,1, com i2 = —1 (HALICI,
2013).

Além do mais, pode-se escrever um Quaternion Complexo de Fibonacci da seguinte forma:
Rn = Qn +1. Qn+1 = (Fn + I:n+1e1 + I:n+2ez + Fn+3e3) + i'(Fn+1 + |:n+2el + I:n+3e2 + Fn+4e3) =

=R +iR 1)+ (P iR 0)e + (R +iFR . 3)es + (R 3 +iF4)e3 =C+C 1€ +
+C,> € +C 3 €3. Assim, vale ressaltar que se tém as seguintes definigdes:
Definicdao 1: O Quaternion de Fibonacci é definido por:
Qn =F +Fa€ +Fy 08 +Fy 33,
Definicdao 2: O Quaternion Complexo de Fibonacci é definido por:
Rn = Qn +1. Qn+1 = Cn"‘ Cn+1 € + Cn+2 € + Cn+3 €s3.

A vista disso, este trabalho investiga 0 modelo de Fibonacci, a priori, a partir de uma andlise dos
trabalhos de Horadam (1993), Halici (2012), Sangwine, Ell & Biham (2011). Assim, fundamentando-
se nos artigos de Halici (2013) e Flaut & Shpakivskyi (2013), sera apresentada uma representacdo da
Formula de Binet e uma discussao matricial de ordens 4x4 e 8x8 para os Quaternions de Fibonacci.
Doravante, é feita uma extensao dessas representacoes para indices inteiros.
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2. A FORMULA DE BINET E SUA EXTENSAO PARA INDICES INTEIROS

o "

Nesta secdo, sera apresentada a Formula de Binet F, = ,paran>0, a partir dai sera

explicitada uma Foérmula Variante de Binet para os Quaternions Complexos de Fibonacci (HALICI,
2013). Em seguida, sera discutida sua extensao para indices inteiros. Vale comentar que a Formula
de Binet é utilizada para determinar o enésimo termo da Sequéncia de Fibonacci. Assim, tém-se os
seguintes teoremas:

Teorema 1 (Férmula variante de Binet para os Quaternions de Fibonacci):

_ Aan —BBn _ (Rl.—Ro.B)an —(Rl.—Ro.(},)Bn
- oa—p N oa—f

R, ,paran=>0 eR, =R;F, +RgF,_;.
Prova: Tem-se que Ry =Cy+Cje; +Cyre, +Cze3 e Ry =C; +Cyey +Cze, +Cyez. Vale
comentar que, para a relagdo de recorréncia R,,; = Qn.q +iQn,2, 2 =-1, sera considerada a

1++/5 . B:1—2\/5

equacao caracteristica t2—-t-1=0 cujas raizes sao a = >

, assim, pode-se

a" "

o—B

verificar que o.p = -1 € a+p =1. Assim, considerando a Férmula de Binet Fn = , @ partir

de R, =R4F, +RgF,_1, seque:

o Bn
—Rl(an_Bn +R0 a B =
a—B a—

a"B-p"a
_r. [a"-B" ap | _
—Rl( a_B J-FRO a_B =

_ Ri(a" —BM) +Ro(B"a—aB) _
oa—B

_ Rl.ocn — Rl.Bn + Ro.BnCL — Ro.anB _
oa—p
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_ (Rl' — Ro.B)O(,n — (Rl' — Ro.O(,)Bn _

a—PB
_ Aa" —Bp"
_—a—B )

Teorema 2 (Férmula variante de Binet para os Quaternions de Fibonacci para indices inteiros):

oG DpT (R R (Ry +Roe)p
e oa—-f - o-p '

Prova: De modo andlogo a demonstracdo do teorema anterior, segue que:
R_n =RiF_n +RoF_4 =

=R4F n +RoF_(n11) =

R a—n_B—n R a—n—l_B—n—l B
=R, —a_B 0 - =

R, (or" - B‘") ~Rg (B_na - or"ﬁ)
_ —

Rla_n — Rlﬁ_n — Roﬁ_na + Roa_nB _
a—p

(Rl + Rol?))a_n — (Rl + Roa)l?)_n
o—p '

3. REPRESENTACOES MATRICIAIS PARA OS QUATERNIONS DE FINONACCI

As representacOes matriciais sao geradas a partir da combinacao linear que envolve uma parte escalar
real composta pelos nimeros de Fibonacci (F,, Fy.1/Fh.2, Fri3) € uma base constituida pelas matrizes

So: S1, S, € S3. A posteriori, assume-se a parte escalar complexa (Cp,C,.1,Cp.2,C,3) formada

pelos nimeros complexos de Fibonacci. Conforme Halici (2013), a seguir seguem os teoremas
matriciais, onde serao deduzidas as matrizes quadradas de ordem 4 x 4 e 8 x 8. Para os teoremas 3

e 4, serao consideradas as seguintes definigdes:
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Teorema 3: Para o Quaternion de Fibonacci Q,, = (F,,Fy41/

Qn = FnSO + Fn+151 + Fn+252 + Fn+3S3 =

Prova:

=Fa Foot-
n 0 0 1 0 + n+1 0 O
00 01 00
fr 0 00 0 R 0
0 Fn 00 _Fn+1 0 0
= +
00 F, 0 00 0
00 0 F 00 Flq
Fn I:n+1
2 Tn+l Fn
obtém-se: Q, =
[_Fn+2 I:n+3] (
_Fn+3 _Fn+2

5= °
O GO
iGZ

S;=| -

S
0

s[

_GO
iGZ 0

F.i2:Fhe3/), Pode-se escrever:
Fn I:n+1 I:n+2 I:n+3
~Foi P oz Rz
n+2 Fn+3 Fn _Fn+1
Frz P2 Rt Fs

Qn =F,.Sg +F,1:5; +Fp.2S; +F,,3.55 =

0
+F, 4.
GO] n+1

o) (oo

1

_Fn+1

iCz
0

0 -1
10

y

0

I:n+2
-F
I:n

F

n+1

|

I

n+3

0 +F 0
_icz n+2* o,
+Fn+2. 10 0

o 3G

F

0

j+Fn+3.£iG

y
]

iGz
0

60

0

-
o) (G
¥

2
0
0
0

1

o

]
]

ol o

+Fn+3.

FRCHIH
00 0 o + 00 R . Logo,
_Fn+2 0 00 0 Fn+3 00
0 _Fn+2 00 —Thi3 0 00
I:n+3]
I:n+2
n+1
I:n
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Teorema 4: Para o Quaternion Complexo de Fibonacci R, =(C,,Cp.1,Chi2,Ch.3) , pode-se

€sCrever.

Cn Cn+1 Cn+2 Cn+3

-C C —C C
Ry = C:Sp+Cruy Sy +CripSy +Cry3S3 = _C“i c ”3 o _(5”21
n+ n+ n n+

_Cn+3 _Cn+2 Cn+1 Cn

Prova: Por definicdo, tem-se que R,=Q,+iQ,.; de onde se pode escrever

R,=(C,C,..,C..>C.3)=Ce,+C, €& +C, e +C €5 com C, =F, +i.F,,q, assim:

n+1 n+2 n+3

Rn = CnSO + Cn+1.51 + Cn+2.52 + Cn+3.S3 =

_ GO 0 iGZ 0 0 Go O i(52 _
—Cn.[ 0 GOJ-FCnJrl.( O _i52j+cn+2'[_(50 0 ]+Cn+3.[i62 0 =
10 00 0 1 00
01 00 c -1 0 00 C
. + . + .

0 0) (1 o] ™Y (00 (0 -1\ ™% o
00 01 00 1 0 0 -1
( Ch Cn+1j ( n2  Cn 3}

"R = —<hi Gy Chiz Chi2
~Rp = .
[_Cn+2 Cn+3 J ( Cn+1j

_Cn+3 _Cn+2 n+1 Cn

~ - . 0 I
A partir da definicgao matricial de Halici (2013), K=n;®I4 =( I g} , onde
—i4

0 1 I, 0 ~ - .
n =[ ) Oj ely =(§ ) }, pode-se escrever uma representacdo matricial com oito
- 2

componentes para os Quaternions de Fibonacci. Nesse sentido, a partir das matrizes Sy, Sy, S5,S3

e do produto matricial de Kronecker denotado por ® , obtém-se o seguinte:

Sy O
A0=12®so=[° j

0 S
S, O

S, 0)°
S; O

A seguir, tem-se a definicao do produto de Kronecker segundo Singer, Nobre & Rocha (2017) e o
teorema que designa a representagao de uma matriz quadrada de ordem 8 x 8 para os Quaternions
de Fibonacci.
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Definicao 3: Sejam as matrizes A e B de dimensdes (m x n) e (p x q) respectivamente, o produto
de Kronecker das matrizes A e B é a matriz, cuja dimensao é (mp x nq), determinada por:

a;B a;,B -+ a,B

a>B a-B --- a,.B
A ® B = 2:1 212 . 2:n

amlB asz amnB

Teorema 5: Para o Quaternion de Fibonacci pode-se escrever:

Rpy = (Fy + KRy 1)Ag + (Frig + KRy 2)A) + (Fyy2 + KR 3)A) +(Fry3 + KRy 4)A3 =

Fn Fn+1 I:n+2 I:n+3 I:n+1 I:n+2 I:n+3 Fn+4
_Fn+1 I:n _Fn+3 I:n+2 _Fn+2 I:n+1 _Fn+4 l:n+3
_Fn+2 I:n+3 I:n _Fn+1 _Fn+3 I:n+4 I:n+1 _Fn+2
_Fn+3 _Fn+2 I:n+1 I:n _Fn+4 _Fn+3 I:n+2 I:n+1

n+l T'n+2 T'n+3 _Fn+4 I:n I:n+1 I:n+2 I:n+3

I:n+2 “n+l I:n+4 _Fn+3 “n+l I:n _Fn+3 I:n+2
I:n+3 _Fn+4 'n+l I:n+2 _Fn+2 I:n+3 I:n _Fn+1
Fn+4 I:n+3 _Fn+2 _Fn+1 _Fn+3 _Fn+2 I:n+1 Fn

Prova: Se]a Rn = (FnAO + KFn+1A0) + (Fn+1A1 + KFn+2A1) + (FI’H—ZAZ + KFn+3A2) + (Fn+3A3 + KFn+4A3),

e considerando os seguintes resultados:

12 0 G 0 12.60 0 12 0
'Fn+1-I4-SO=Fn+1-[0 Izj'[o GOj=':n+1-( 0 Lo =Fia g L

0 1 00
12 0 i62 0 -F Iz.icz 0 -F -10 00 _F i 0
' T2 sy M [o o] [o _lj izl g )

00 10
12 0 0 GO 0 12.00 0 Iz
4.5, =F, . . =F, 3. =F 3.
® n+3-4-22 n+3 [0 IZJ [—(50 0 j n+3 [—IZ.GO 0 n+3 —Iz 0

5 G el e Y ol D)

. JI4.52 =F,.4.
n+4-4-23 n+4 (0 IZ iGz 0 Iz,i(sz 0 0 1 00 1 0
-1 0 00

Pode-se verificar para a primeira parcela:

[60 0 ] [0 0)

Sp 0 0 I Sg 0 0 o 00 0 Friola)(Sp O

FAg +KF: 1A :Fn.[ 0 +[ 4].Fn+1.[ U 0 n el |

0 SO —I4 0 0 So 00 ) 0 —Fn+1.I4 0 0 SO
00 0 op
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S al Bo]; o muns
| - J

=F..
"l (00 op O Fri1-14-S0 0

F,.oo O 0 0 0 0
0 F,op 0 0 0 0

(Fn+1 L 0 J
0 Rl

_|_ =
00 F.oop O F.L, 0 00
0 0 0 Fn-Go O —] n+1.12 0 0
F, 0 0 0 Fy 0 0 0
0 F 00 0 Fy O 0
[an’o FO ] [Fn+8'12 i OIj 0 0 F 0 0 0 F, O
- n-°0 ”61'2 . 0 0 0 F, 0 0 0 Fu|_
[‘Fnsl'lz 0 IJ {Fn;’o i j Fy O O 0 F, 0 0 0
T2 n-C0 0 —F O 0 0 F 0 0
0O 0 -F, O 0 0F 0
0O 0 0 -F, 0 0 0 F,

FF, 0 0 O F, 0 0 O
0O F,b 0 0 O0F, 0 0
o 0 F 0 0 0F, O
/o 0o 0o F 0 0 0 Fy
|-F,;, O 0 O F 0 0 O
o F, O 0O O F 0O
0O 0 -F; 0 0 0 F, 0
0 0 0 -Fy 0 0 0 F,

Para a segunda parcela, tem-se que:

S, 0 0 I 5 0
(Fri1Ar +KFy 0A)) = F“”'[ 0 Slj " {—14 0 ]lsz.[ 0 Sl] )

) G 3}{" " )s o)

"l (0 0 ic, 0 F 0 0 S
00 0 -io,

“Thi2'la
(icz 0 j [o Oj
- 0 -io, - 00 . 0 F.,.1,.5 _
[o oj ('GZ oj -F 1,5 0

0 —io,
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0 -F

n+l
00
00

(Fm.ic2 0

o

io,

I:n+l i
0

( n+2: T j [ a1l 0
Fi2My —Foa

Foa- Th

/ﬁ\/ﬁ

Fn+1'.
0

00
o
io, 0
-F

n+l

_I_

"

0 j Fii2M 0 j
R 0 —F2m

iGZ]
j ( n+2*° 111 O j
Fiam —Fm

Foia- 1”|1 J ( 1M1 0 ]
Fii2M Fiamy

0 F, O 0 F, O
F, 0 0 F, 0 0
o o0 0 -F, O 0 0 -F,
o F, 0O O0 O0F, O
o -F, O 0 0 F, 0 0
F, 0 0 0 -F, 0 0 0
o o 0 F, O 0 0 -F,
o o0 -F, O 0 0 F, O

Na terceira parcela, avalia-se:

F A, +KF A,

n+2 n+3

0
o,

(Sz 0] [O |4] (Sz

=F.,. + F .

0 S, -1, O 0 S,
0 o, 00

F -0, 0 00 +( 0 Fosly (Sz

“E0 0 0 o, -F.l, 0 Jlo
00 -5, 0

G, 00

o] [o oj 0 F._lS,

" 000 0 o, +[—Fn+3.l4.82 0 j:
oo (%)

0 0 Fn+2'n1
00 0
[_sz-nl 0 j [
0 FraMy

00
00

F

n

|

0
2N

|

868



Revista Thema
2018 | Volume 15 | N° 3

n+2

0 F .20,
-F..,.0, 0

o 0F, 0 0 O F,_ 0
0o 0 O F, 0 0 0F,
F, 0 0 0 -F, 0 0 0
O -F, 0 0 0 -F, 0 0
| o 0 -F, 0 0O 0 F,O0
o 0 0 -F, 0 0O O0F,
F, 0 0 0 -F, 0 0 0
O F, O 0 0 -F, 0 0

Na quarta parcela, tem-se que:

S; 0) (0 I, S; 0
(Fn+3A3 + KFI"I+4A3) = Fn+3'[ 0 53\] + [_14 0 ]'Fn+4'( 0 S3J =

0 oy [o 0]
_ iGz 0 0 0 + 0 Fn+4.I4 S3 0 _
j Fualy 0 O S3)

™00 0 oy
0 0) lisc, 0

(o %) (o)

e N FvalaS3) _
"3 0 0 0 icy)| \-FrialsSs 0
0 0 iGz 0
0 Fn+3.i02 00 00 0 Fn+4.T]1
Rzl 0 00 00 Foaamy 0

o)

[ 0 Fn+3'i02] [ 0 ‘n+4-ﬂ1]
Foszioy 0 Foam 0

[ 0 Fysio; [ 0 Fn+4-‘11j
Fri302 0 Foramy 0

[ 0 - n+4'nlj ( 0 Fn+3'i62]
—Faiamy 0 I:n+3'i(52 0

o9
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( 0 Fn+3'1”|1J [ 0 Fn+4-n1j
_| (Fazm 0 Framy 0 _
( 0 —Fn+4-ﬂ1j ( 0 Fn+3-111]
—Foram 0 Fezm 0

0 0 0F,, 0 0 0 F.,
0 0 F,30 0 0 F._, 0
0OF, 0 0O OF,, 0 0
_| 'n+3 0 0 0 Fus O 0 0
0 0 0 -F,, O 0 0 Fp,q
0 0F,, 0O 0O 0 -F, 0
0 F,, 0 0 0 F,g 0 0
Fra O 0 0 Ffi3 O 0 0

Finalmente, reunindo as parcelas num mesmo conjunto de operagdes, segue que:
Rpy = (FyAg +KFy1Ag) + (Fa 1Ay + KRy 0A) + (FrioAs + KR 3A)) + (R 3A3 + KRy 4A3) =

Fn I:n+1 I:n+2 I:n+3 Fn+1 I:n+2 I:n+3 I:n+4
_Fn+1 I:n _Fn+3 I:n+2 n+2 I:n+1 _Fn+4 I:n+3
_Fn+2 I:n+3 I:n _Fn+1 'n+3 I:n+4 Fn+1 _Fn+2
_ _Fn+3 _Fn+2 I:n+1 I:n n+4 _Fn+3 I:n+2 I:n+1 :( Qn Q'nj' Além do mais, a matriz
Fr 2 Rz g Fa Fii Rz P Q' Q
|:n+2 “n+l I:n+4 _Fn+3 “n+l l:n _Fn+3 I:n+2
I:n+3 n+4  T'n+l I:n+2 n+2 I:n+3 I:n _Fn+1
I:n+4 I:n+3 _Fn+2 _Fn+1 _Fn+3 _Fn+2 I:n+1 I:n

Q, é dada pela equagao Q,, =FSg +F,,1S1 +F,.2S; +F,,35S3, entdo, de modo analogo, tem-se que:

Q'n = n+1SO + I:n+251 +|:n+3s‘2 + I:n+4S’3 .

4. EXTENSAO DAS MATRIZES PARA INDICES INTEIROS

Neste tdpico, serao deduzidas matrizes quadradas de ordem 4 x 4 e 8 x 8 a fim de realizar uma
extensdo dos teoremas 3, 4 e 5 para indices inteiros. Essa ampliacdo sera feita, recorrendo a
identidade de Koshy (2001) F_, = (—1)n+1 [, e organizada na forma de trés teoremas. Desse modo,

iniciando a avaliacao pelo teorema 3, segue que:

Teorema 6: Para o Quaternion de Fibonacci Q_,, = (F_,,F_n.1,Fn.2,Fn:3/,), POde-se escrever:

_Fn I:n—l _Fn—2 I:n—3
- -k, - -F
n -1 -3 -2
Q. =FnSp+F 1Sy +F 2S5y +F 353 = (_1) T E " F " r;: Fn
n-2 n-3 n n-1
n-3 Fn—2 Fn—1 _Fn
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Prova:

Qn=FnSp+FnSi+F 25, +F 353 =

_n_[‘;O :0]+F_n+1'[k;2 -i(:’2]+F_n+2'[—go (Z’O}F_m}[i:z ";2j:
0 1) (00 00y (10

| [Ge ko], [ o]
1oy ™0 0y (0 -1y ™1 0) (00
I ey I e

Il
-

L6, [0 6
oo (9]
(o5 ea) ey B
X i+ +<—>
LA
O N sl

SR

Teorema 7: Para o Quaternion Complexo de Fibonacci R_, =(C_,,C_;,1,C_+2,C_n,3) , pode-se

(-1 Fy

—
o

bol oo
ol o)

(_1)n+1
Logo, obtém-se: Q_, = (—l)n.

escrever.

C, Cpg C C

-C C -C C
Ry =CnSo+Cn1S1+C 0125, +C 1353 = —C_ni C _n3 C_n+3 —C_n+21 =
N+ N+ -n —n+

_C—n+3 _C—n+2 C—n+1 C—n

-n —N+2 -n+3

(—Fn + iFn—l) (Fn—l - i'Fn—Z) (_Fn—Z + i.Fn_3) (Fn—3 - i.Fn_4)
_ (_l)n _(Fn—l - i'Fn—z) (‘Fn t iI:n—l) ‘(Fn—3 _i'Fn—4) (_Fn—Z + i-Fn—3)
_(_Fn—z + i'Fn—3) (Fn—3 - i'Fn—4) (_Fn t iFn—l) _(Fn—l - i'Fn—z)

- (Fn—3 - i.Fn_4) —(—Fn_z + i.Fn_3) (Fn—l - i'Fn—Z) (—Fn + iFn—l)
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Prova: De modo analogo ao teorema 4, pode-se escrever R_, =C_,.Sg +C_,1-S1 +C_1,2:S>

C—n C—n+1 C—n+2 C—n+3
-C_ C_ -C_ C_ ) . .
+C_,3.53 = n+l n n+3 n+2 | Assim, considerando o nimero complexo de
_C—n+2 C—n+3 C—n _C—n+1
_C—n+3 _C—n+2 C—n+1 C—n
Fibonacci C, =F, +i.F,,; , sera assumido C_, =F_, +i.F_,,; , além disso, sera aplicada a

identidade F_, (—1)n+1 [, . O que permite escrever a matriz da seguinte forma:

( F_ +| F -n+1 F -n+1 +1.F n+2j [ I:—n+2 +i'F—n+3 I:—n+3 +i. F—n+4]

R—n _ (F—n+1 +i. I:—n+2) F_ +| F -n+1 _(F—n+3 +i I:—n+4) I:—n+2 +i I:—n+3 _
[_(F—n+2 +I. I:—n+3) I:—n+3 +i. Fnia J ( F +| F -n+1 —(F n+1 +i.F n+2)]
_(F—n+3 +i I:—n+4) _(F—n+2 +i. I:—n+3) I:—n+1 +i. I:—n+2 F +| F -n+1

(‘l)n (o +iFo)

(-1)-(-1)" (-1 iFi)

(_l)n '(Fn—l - i'Fn—z)

(_1)n (R +iFy)

l)n ( n-2 T 3)

(-
11)(

(-1) Fo-a)

(
(D) (Faa tiFs) (1) (Frs-iFs) -1
(D) (s ~ifaa)  (2)-(-2)"(Fop +iFrs)

(- )(F+|F )

(_l)n '(Fn—l - i'Fn—z)

(-1)".(Fo3 ~iF1_g)
(_1)n -(—anz + i-an3)

(0 ( (g -Fr) |

( )n (Fo+iFo)

(_Fn + iI:n—l) (Fn—l - i'Fn—Z) (_Fn—Z + i'Fn—3) (Fn—3 - i'Fn—4)
Logo, obtém-se: R_, (—l)n. ~(Fra _i'Fn—Z) (Fo+ i.Fn—l) ~(Fas _.i'Fn—4) (Faat i'Fn—3) .
_(_Fn—z + I'Fn—3) (Fn—3 - I'Fn—4) (_Fn + IFn—l) _<Fn—1 - I'Fn—Z)
- (Fn_3 - |Fn_4) - (—Fn_z + |Fn_3) (Fn—l - |Fn_2) (—Fn + |Fn_1)

Teorema 8: Para o Quaternion de Fibonacci pode-se escrever:

Ry = +KF 11)Ag + (Fiq +KF 1 2)A + (Fpin +KF 1 3)Ay +(F 3 +KF 1 4)A3 =
_Fn Fn—l n-2 Fn—3 Fn—l _Fn—2 I:n—3 “'n-4
“'n-1 _Fn n-3 _Fn—2 Fn—2 I:n—l Fn—4 Fn—3
I:n—2 I:n—3 _Fn n-1 T'n-3 _Fn—4 I:n—1 Fn—2
() e Fa o Rg s faa R
“n-1 Fn—Z n-3 Fn—4 _Fn anl —anz an3
“n-2 "'n-1 "'n-4 "'n-3 T'n-1 _Fn n-3 'n-2
I:n—3 Fn—4 -1 'n-2 Fn—2 Fn—3 _Fn “n-1
'n-4 |:n—3 Fn—2 “n-1 'n-3 |:n—2 I:n—l 'Fn

Prova: Andlogo ao teorema 5, todavia, R, sera avaliada para indices inteiros considerando a

identidadeF , =(-1)""' F,. Assim:

'Fn'
n= (F—n + KF—n+1)A0 + (F—n+1 + KF_n+2)A1 + (F—n+2 + KF—n+3)A2 + (F—n+3 + KF—n+4)A3 =
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I:—n I:—n+1 I:—n+2 I:—n+3 I:—n+1 I:—n+2 I:—n+3 F—n+4
_F—n+1 I:—n _F—n+3 I:—n+2 _F—n+2 I:—n+1 _F—n+4 I:—n+3
2 Fangs Fn Tn+l Fni3 Fng Fon P

_ _F—n+3 _F—n+2 I:—n+1 F—n _F—n+4 n+3 I:—n+2 I:—n+1 _
_F—n+1 _F—n+2 _F—n+3 _F—n+4 I:—n F—n+1 I:—n+2 F—n+3
I:—n+2 T-n+l I:—n+4 _F—n+3 -n+l I:—n —-n+3 F—n+2
I:—n+3 _F—n+4 _F—n+1 I:—n+2 _F—n+2 I:—n+3 I:—n _F—n+1
I:—n+4 I:—n+3 _F—n+2 _F—n+1 _F—n+3 T-n+2 I:—n+1 I:—n

_Fn Fn—1 'n-2 I:n—3 I:n—l ‘Fn—z I:n_3 Th-4
n-1 _Fn n-3 'n-2 Fn—2 l:n—l l:n—4 Fn—3
Fe R R R F3 Fa R R
_ (—l)n. g T o S A R Fi-a fas f2 Fa _ (—l)n [ Q_n -Q '_nj.
“'n-1 I:n—2 ~'n-3 l:n—4 _Fn I:n—l 'n-2 l:n_3 Q'_n Q_n
“n-2 'n-1 T'n-4 'n-3 “n-1 _Fn “'n-3 "'n-2
I:n—3 I:n—4 “'n-1 'n-2 I:n—2 I:n—3 _Fn “n-1
Fa B3 R o F3 o Ra R

Além disso, a matriz Q_,, € dada pela equagdo Q_,, =F_ ,.Sg +F_n,1.S1 +F_n42:S» +F_,3.S3, entdo,

de modo semelhante, tem-se que: Q'_,, =F ,,1Sq +F_n.251 +F 1,352 +F 1, 4S3.

5. DISCUSSAO E RESULTADOS

Compreende-se que foi possivel escrever uma formula variante de Binet para os Quaternions de
o Bn

,para n>0. Além disso,

Fibonacci a partir da escrita de R,, = R;F, +RqF,_; em fungao de F, =

as equagdes Q,,Q_,,R, € R_, (I) geram matrizes quadradas de ordem 4x4 que possuem

a5 = —aji, ondei = jei, j>0, onde a; ea posicao dos termos, o primeiro indice de “a” indica a linha

e 0 segundo é a coluna da matriz.
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Qn =FySp +Fhi1:51 +Fni2:52 +Fp.3:S3
1= Q.n =F.nSo+F 151 +Fni2:5 +F 1,353

Rp =CqSo +Cnia St +CniaS2 +ChizS3
Ry =CnSo+Cni1S1+C 125, +C 353

(IT) = {Rn = (Fy +KFs1)Ag + (Frpg + KR 2)A) + (R KR 3)Ay + (Foys +KF L 4)A3
R_pn = (Fn +KF11)Ag + (Foppg +KF i 0)A) + (Fpip +KF3)Ay +(Fnys + K 4)As.

Em (II), as equagdes geram matrizes quadradas de ordem 8x8 que podem ser simplificadas tal que:

Ry :[_in Q ”] e R, =(—1)n.[Q,‘” < ‘”], onde se pode ver que aj; =-aj;. E, sabendo que o
Q n Qn Q -n Q_n

traco de uma matriz é a soma de seus elementos da diagonal principal, pode-se verificar que as
matrizes geradas nos teoremas 3, 4, 5, 6, 7 e 8 possuem, respectivamente, trago igual a
4F,, 4.C,, 8F,, -4F,, 4.(-F, +if,_;) e -8F, . logo, a férmula variante de Binet e as

n+1

representacbes matriciais foram discutidas, recorrendo a identidade F_, =(-1) " F, para indices

inteiros.

6. CONCLUSOES

Este trabalho apresentou uma versdo Fibonacciana dos Quaternions q = qgl+g,e; +gye, +dses .

Isso  permitiu explorar o modelo de Fibonacci a partir das  definigdes
Qn =F, +Fyqe1 +Fy 08 +Fy3e3 € Rn=Qn+iQny =C+C iy +
+Cp,2 €5 +C,,3€3. Dessa forma, observa-se uma complexificagdo no numero de Fibonacci

F, =F,_1 +F,_», n>2, através de sua representagdo por C, =F, +iF,,1.

Além do mais, a partir das matrizes obtidas da combinacao linear que envolve uma parte escalar e
uma parte vetorial, € possivel ampliar o conjunto de representacdes para o modelo de Fibonacci, com
matrizes quadradas de ordens 4x4 e 8x8 e a formula variante de Binet, através de sua extensao

para indices inteiros feita com recorréncia a identidade F_, = (—1)n+1 F,. Finalmente, isso oportuniza

a compreensao de um processo evolutivo do modelo complexo de Fibonacci.
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