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CIENCIAS EXATAS E DA TERRA

Superficies minimas e bolhas de sabao no Ensino
KX Médio

THEM A Minimal surfaces and soap bubbles in secondary school

Marcos Melo!; Lucimara Andrade!

RESUMO

O desafio de tornar atrativo e pratico o estudo de matematica no ensino médio brasileiro exige do professor
uma constante busca por novas estratégias pedagdgicas, podendo essas trazer para o cotidiano dos estudantes
assuntos que lhes possibilitem contato real com objetos matematicos de fundamentacao tedrica abstrata e nao
trivial, do ponto de vista do ensino médio. Diante disto, o objetivo deste trabalho é compartilhar com alunos no
ensino médio nogOes da vasta teoria matematica das superficies minimas. Trata-se de uma experiéncia que foi
realizada com um grupo de estudantes da 2a série do ensino médio, da Escola de Ensino Médio Antonio
Raimundo de Melo, em Carnaubal, Ceard, Brasil. Os experimentos foram realizados para introduzir e discutir
propriedades basicas de superficies minimas usando bolhas de sabao, por exemplo. A metodologia possibilitou
aos alunos aprendizado significativo e contato pratico com questdes matematicas profundas, sem necessidade
de introduzir a formulacdo matematica técnica que ha por tras dos experimentos. Como resultado, constata-se
que com iniciativa e criatividade, muito pode ser feito para que a matematica esteja cada vez mais presente no
dia a dia dos alunos do ensino médio.

Palavras-chave: Superficies minimas, Bolhas de sabao, Ensino Médio.

ABSTRACT

The challenge of promoting attractive and practical study of mathematics in the secondary school demands of
the teacher a continuous search for new pedagogical strategies, which may include bringing to the students
daily life subjects that enable them to be in touch with abstract and non trivial mathematical tools, from
secondary school perspective. In view of the above, the objective of this work is to share with secondary school
students an amount of the vast theory of minimal surfaces. This job s about an
experience with a group of second grade students from Escola de Ensino Médio Antonio Raimundo de Melo, in
Carnaubal, Ceara, Brazil. The experiments were accomplished to introduce and discuss minimal surfaces basic
properties by using soap bubbles, for instance. The methodology allowed the students to have a meaningful
learning and a practical contact with deep questions in mathematics, without the need to introduce them to the
hard mathematical background behind the experiments. As a result, we observe that by having initiative and
creativity, much can be done in order to put mathematics in the secondary school students everyday routine.

Keywords: Minimal surfaces, Soap bubbles, Secondary school.
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1. INTRODUCAO

De acordo com a Lei de Diretrizes e Bases da Educacdo Nacional (Lei n® 9.394/96), o ensino médio
tem como um de seus objetivos primordiais promover a compreensao dos fundamentos cientifico-
tecnoldgicos dos processos produtivos, relacionando a teoria com a pratica, no ensino de cada
disciplina.

Estas diretrizes ndo apoiam, em particular, o estudo de matematica dissociado de contextualizagao.
Exige-se assim do professor de matematica uma atitude dindmica de traduzir para o cotidiano de seus
estudantes a linguagem técnica apresentada em sala de aula. Reciprocamente, espera-se que 0
professor também traga para seus alunos a interpretacao matematica de certos objetos que aparecem
no dia a dia deles.

O empenho do professor de matematica do ensino médio em tornar esta disciplina cada vez menos
tedrica e mais coruscante para seus alunos esta em harmonia com as Orientacdes Curriculares para
o Ensino Médio, quando diz que:

Ao final do ensino médio, espera-se que os alunos saibam usar a Matematica para resolver problemas
praticos do cotidiano; compreendam que a Matematica € uma ciéncia com caracteristicas proprias,
gue se organiza via teoremas e demonstracoes; percebam a Matematica como um conhecimento
social e historicamente construido; saibam apreciar a importancia da Matematica no desenvolvimento
cientifico e tecnoldgico (BRASIL, 2006, p.69).

Tendo este designio em mente, este trabalho foi realizado com o intuito de trazer para o cotidiano de
estudantes do ensino médio algumas nocdes da teoria de superficies minimas, que é um ramo muito
destacado da Geometria Diferencial, uma das grandes areas de pesquisa em Matematica Pura.

Esse método de trabalho empregado é também consoante com as Orientagdes Curriculares para o
Ensino Médio, quando declaram que:

A forma de trabalhar os contetdos deve sempre agregar um valor formativo no que diz respeito ao
desenvolvimento do pensamento matematico. Isto significa colocar os alunos em um processo de
aprendizagem que valorize o raciocinio matematico — nos aspectos de formular questoes, perguntar-
se sobre a existéncia de solucdo, estabelecer hipdteses e tirar conclusdes, apresentar exemplos e
contraexemplos, generalizar situagdes, abstrair regularidades, criar modelos, argumentar com
fundamentagao ldgico-dedutiva. Também significa um processo de ensino que valorize tanto a
apresentacao de propriedades matematicas acompanhadas de explicacdo quanto a de formulas
acompanhadas de deducdo, e que valorize 0 uso da Matematica para a resolucdo de problemas
interessantes, quer sejam de aplicacdao ou de natureza simplesmente tedrica (BRASIL, 2006, p.69).

Dessa forma, ao apresentar a estudantes do ensino médio diversos exemplos concretos de superficies
minimas, bem como algumas de suas propriedades, foram agucados e difundidos o pensamento e o
raciocinio matematico entre eles, possibilitando compreensdo e verificagdo da veracidade de
resultados tedricos classicos bem estabelecidos numa area de trabalho geralmente apreciada apenas
por alunos de pds-graduagao em matematica.

Na secdo 2 sera apresentada uma fundamentacdo histérica destacando nomes de grandes
matematicos que introduziram o conceito de superficies minimas, destacaram suas propriedades
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basicas e propuseram problemas relacionados a esses objetos matematicos. Em seguida, na secdo 3,
introduziremos a fundamentacao tedrica, estabelecendo o formalismo matematico por tras da teoria
das superficies minimas. Ainda nesta secdo, poderao ser visualizadas algumas das superficies minimas
mais importantes ja descobertas. Na secao 4 veremos que materiais e métodos foram usados no
trabalho com os estudantes. Na sequéncia, a secao 5 destacara as discussoes e os resultados obtidos
nas experiéncias realizadas com os alunos. Por fim, a secdo 6 trard conclusbes e oportunas
ponderacOes decorrentes deste trabalho.

Em seguida, na secao 3, introduziremos a fundamentacao tedrica, estabelecendo o formalismo
matematico por tras da teoria das superficies minimas. Ainda nesta secdo, poderao ser visualizadas
algumas das superficies minimas mais importantes ja descobertas. Na secao 4 veremos que materiais
e métodos foram usados no trabalho com os estudantes. Na sequéncia, a secao 5 destacara as
discussOes e os resultados obtidos nas experiéncias realizadas com os alunos. Por fim, a secao 6 trara
conclusdes e oportunas ponderagoes decorrentes deste trabalho.

2. FUNDAMENTAGAO HISTORICA

Segundo Eves (2004), em 1827 Carl Friedrich Gauss (1777-1885) introduziu o importante conceito
de curvatura de uma superficie Snum ponto p de S. Ele considerou as secgbes de S formadas pelos
planos que contém a normal a S no ponto p. Dessas seccdes ha uma de curvatura maxima e uma
de curvatura minima k“em p. Essas duas seccoes em geral sdo perpendiculares entre si e suas
curvaturas em p se chamam curvaturas principais de Sem p. O produto K=kk’é chamado curvatura
total ou gaussiana da superficie Sem p.

\"' ":.
Figura 1: Carl F. Gauss
Fonte: https://en.wikipedia.org/wiki/Christian_Albrecht_Jensen

Em 1831 Sophie Germain (1776-1831) introduziu o conceito de curvatura média H=(k+k)/2, que é
precisamente a média aritmética das curvaturas principais introduzidas por Gauss.

Figura 2: Sophie Germain
Fonte: http://www-history.mcs.st-andrews.ac.uk/PictDisplay/Germain.html
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Percebeu-se que eram particularmente importantes as superficies para as quais A € nula em todos os
pontos; estas superficies se denominam superficies minimas. A designacdo de superficies minimas
decorre do fato de que elas se caracterizam por serem as superficies de area menor entre todas as
superficies limitadas por uma dada curva fechada no espago. Ilustram-se nas formas assumidas pelas
peliculas de espuma de sabdo obtidas quando se mergulham lacos fechados de arame de qualquer
forma numa solucdo de agua e sabao; a tensao superficial das peliculas minimiza as areas das
superficies das peliculas.

Figura 3: Superficies minimas em peliculas de espuma de sabdo
Fonte: https://redlegagenda.files.wordpress.com/2015/09/soap-films-minimal-surfaces.jpg

Quem pela primeira vez prop6s o problema de determinar a superficie minima por uma dada curva
do espago foi Joseph Louis Lagrange (1736-1813), mas a questdao tornou-se conhecida como
problema de Plateau, devido ao fato de o fisico cego Joseph Plateu (1801-1883) ter tido a primazia
de conceber o método da pelicula de espuma de sabdo para “enxergar” essas superficies.

Figura 4: Joseph Plateau
Fonte: https://ca.wikipedia.org/wiki/Joseph_Plateau

E interessante que se possa caracterizar uma superficie minima tanto local como globalmente. Em
1931 o matematico americano Jesse Douglas (1897-1965), quando tinha apenas 34 anos de idade,
deu uma solucdo completa do problema de Plateau, gracas ao que ele recebeu o prémio Bbcher e
uma das duas primeiras medalhas Fields concedidas (1936).

Figura 5: Jesse Douglas
Fonte: https://www.geni.com/people/Jesse-Douglas-Fields-Medal-1936/6000000042457855167
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3. FUNDAMENTACAO TEORICA

Uma breve apresentacdo técnica do conceito de superficies minimas faz-se necessario para
fundamentar os experimentos praticos realizados pelos estudantes do ensino médio com algumas de
tais superficies.

De acordo com do Carmo (2008), quando S é uma superficie orientada por um campo de vetores
normais N:5—5 (aqui S? indica a esfera unitaria do espaco euclidiano tridimensional), sabe-se que
para cada ponto p de Sa diferencial de Nem p, o operador linear d\,. 7,5— 7,5, definido sobre 7,5,
o plano tangente de Sem p, é autoadjunta, e, consequentemente, diagonalizavel. O menor e o maior
autovalor deste operador sao as precisamente curvaturas principais, apresentadas na secao anterior.
O determinante e a metade do trago de d/, sao, respectivamente, a curvatura gaussiana e a curvatura
média de Sem p, também mencionadas na secdo anterior, ou seja, K=det(d\,) e H=1/2(tr(d\,)).

Quando sdo feitas variacdes normais da superficie S, analisa-se naturalmente como varia a area
dessas superficies assim obtidas, e observa-se que a condicdo H=0 (condicdo de S ser minima)
significa que a area de Sé um valor critico da fungao area associada a essas variagdes. Em particular,
quando S é a superficie de menor area dentre as superficies dessas variagdes normais, S € uma
superficie minima, isto &, necessariamente é satisfeita a equacdo H=0. Deve-se notar que este valor
critico pode ndao ser um minimo e que isso faz a palavra minima parecer um pouco estranha. No
entanto, esta terminologia é consagrada pelo tempo, tendo sido introduzida por Lagrange (que foi o
primeiro a definir uma superficie minima) em 1760, quase 70 anos antes de Sophie Germain ter
introduzido o conceito de curvatura média, como ja mencionado anteriormente.

Alguns exemplos classicos de superficies minimas, dadas aqui em termos de coordenadas, sdo:

e O plano. X(x1,X2)=(X1,%2,0), sendo x; e x, nimeros reais quaisquer. E a Unica superficie
minima completa e com curvatura gaussiana nula no espaco euclidiano tridimensional.

e O catenoide. X(xi,x2)=(cosh(xz)cos(x1),cosh(xz)sen(x1),xz), 0< X1<2n, -00<X,<00.

Em 1741 Euler descobriu que quando a catenaria x;=cosh(xz) é rotacionada em torno do eixo X,
obtém-se uma superficie que minimiza a area dentre todas as superficies de revolucao apds serem
fixados valores de fronteira para as curvas geradoras.

Figura 6: Catenoide
Fonte: http://www.indiana.edu/~minimal/maze/catenoid.html
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¢ 0O helicoide. X(x1,X2)=(senh(x2)cos(x1),senh(xz)sen(x1),X1), 0< X1<2n, -00<X,< 00,

O primeiro a mostrar que esta superficie era minima foi Meusnier em 1776. O helicoide é a Unica
superficie minima, além do plano, que é também uma superficie regrada por familia de retas (i.e.,
por cada ponto do helicoide passa uma reta inteiramente continua nele).

Figura 7: Helicoide
Fonte: http://www.indiana.edu/~minimal/archive/Classical/Classical/Helicoid/web/index.html

e A superficie de Enneper. X(xi1, X2)=(X1-X13/3+X1X2%,X2-X23/3+X2X12,X12-X2?), sendo Xi; € X2
nlimeros reais quaisquer. Esta superficie foi descoberta por Enneper em 1864, usando a
recém-formulada teoria de representacdo de superficies minimas em termos de dados
analiticos, atualmente conhecida como representacdo de Weierstrass.

Figura 8: Superficie de Enneper
Fonte: www.indiana.edu/~minimal/maze/enneper.html

e A faixa de Mobius minima de Meeks. Sé o plano complexo menos a origem com o par de
Weierstrass (g,dh), onde g(z)=z%(z+1)/(z-1) e dh(z)=i(z>-1)dz/z? (aqui a superficie esta dada
em termos de representacdo de Weierstrass, e o par (g,dh) é usualmente conhecido como
dados de Weierstrass da superficie). Esta superficie foi obtida por Meeks em 1981. Ele provou
que ela é a Unica superficie completa, minimamente imersa no espaco euclidiano
tridimensional com curvatura total finita 6n.
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Figura 9: Faixa de Mobius minima de Meeks
Fonte:
https://www.researchgate.net/profile/William_Meeks2/publication/2123797/figure/figl/AS:394642597138438@1471
101535549/Figure-1-The-complete-minimal-Mobius-strip.jpg

e O toro de Costa. S é dada pelos pares de pontos complexos (z,w) que satisfazem w?=(z*-
1)/z, com excecao dos pontos (+1,0) e (c0,0), com o par de Weierstrass (g,dh) dado por
g(z)=czw e dh(z)=dz/(z*-1), onde c é uma constante associada a representacdo de
Weierstrass da superficie minima de género um e trés fins do espago euclidiano tridimensional
(aqui, como no exemplo anterior,(g,dh) sdo os dados de Weierstrass da superficie). Esta é
talvez a superficie minima completa no espaco tridimensional mais celebrada desde os
exemplos classicos do século 19. O toro de Costa foi descoberto em 1982 pelo brasileiro Celso
José da Costa. Em uma entrevista a revista Galileu, Costa disse: “Eu assistia a um filme sobre
escola de samba e um sambista desfilava com um bizarro chapéu de trés abas. Naquele
momento tive a inspiracdo crucial e final do modo como a figura geométrica da superficie que
eu buscava se apresentava no espago.”

Figura 10: Toro de Costa
Fonte: https://br.pinterest.com/shigiliu/costa-surface/
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4. MATERIAL E METODOS

Este trabalho foi desenvolvido na Escola de Ensino Médio Antonio Raimundo de Melo, localizada na
rua Paulo Sarasate, 539, bairro Cruzeiro, municipio de Carnaubal, Ceara, Brasil. Os colaboradores sao
alunos do 2° ano do ensino médio desta escola.

Com a finalidade de expor os estudantes a teoria de superficies minimas, foram abordadas questoes
acerca das leis de Plateu através de experimentos feitos com os seguintes materiais:

e Contornos de arame de varios formatos;
e Garrafas de plastico;

e Palitos de sorvete;

e Massa de biscuit;

¢ Bolhas de sabao.

A proposta consistiu em mergulhar contornos de arame em solugdes com agua e sabao para produzir
diversos exemplos de superficies minimas, verificando de modo pratico as esperadas condigcdes sobre
minimizagao de area superficial. Além disso, ao ser construido um helicoide a partir do uso de diversos
palitos, inspecionou-se sua propriedade como superficie minima regrada por retas.

Visto que um estudo formal da teoria das superficies minimas se da em geral em nivel de pds-
graduacao em matematica, era impossivel esperar que os alunos da escola Antonio Raimundo de
Melo estivessem minimamente familiarizados com o rigor matematico por tras dos experimentos. Com
isto posto, seria premente a necessidade do aprendizado do conceito de superficies minimas através
de situacOes concretas, o que, neste caso, corrobora as ideias de uma corrente de didlogo menos
tradicional sobre o processo de ensino e aprendizagem que diz que:

As ideias socioconstrutivistas da aprendizagem partem do principio de que a aprendizagem se realiza
pela construcdo dos conceitos pelo préprio aluno, quando ele é colocado em situacdao de resolucao
de problemas. Essa ideia tem como premissa que a aprendizagem se realiza quando o aluno, ao
confrontar suas concepgoes, constrdi os conceitos pretendidos pelo professor. Dessa forma, caberia
a este o papel de mediador, ou seja, de elemento gerador de situagdes que propiciem esse confronto
de concepgdes, cabendo ao aluno o papel de construtor de seu préprio conhecimento matematico.
(BRASIL, 2006, p.81)

Assim, mesmo diante dessas diversas situacdes-problema de significativa complexidade tedrica
apresentadas aos estudantes, verificou-se que a praticidade da teoria quando trazida para uma
linguagem do cotidiano possibilitou que esses alunos vivenciassem de modo garrido uma realidade
matematica que de outra forma estaria desconvizinha deles. A confrontagdo dos dados empiricos com
as conclusoes tedricas besuntou o aspecto dinamico da construcao do conhecimento neste caso.
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5. RESULTADOS E DISCUSSOES

A investigagao matemadtica neste trabalho desenvolveu-se a partir do problema da determinagdo da
superficie de menor drea em comparacao com outras superficies limitadas por uma dada curva
fechada no espago, o bem conhecido problema de Plateau. Os estudantes que participaram desta
perquisicdo conseguiram resolver o problema, produzindo algumas das solugOes classicas conhecidas
na teoria das superficies minimas.

Neste caso, vivenciou-se o que foi apontado por Ponte e Matos (1998, p.119):

Nas investigacdes matematicas os alunos sdo colocados no papel dos matematicos
[...]. Envolvem processos de raciocinio complexos e requerem um elevado grau de
empenhamento e criatividade por parte do aluno. Envolvem, no entanto, também
alguns processos caracteristicos. Enquanto os problemas matematicos tendem a
caracterizar-se por assentarem em dados e objetivos bem concretos, as investigacoes
tém um ponto de partida muito menos definido.

Segundo Meneghetti e Redling (2012, p.208), os alunos de matematica devem participar ativamente
na construcdao do conhecimento, o que pressupde a participacao do aluno na aquisicdo de novos
saberes, de maneira que esses ndao sejam uma mera repeticdo ou cdpia dos formulados pelo professor
ou pelo livro-texto, mas uma reelaboragao pessoal. Esta participacao efetiva certamente ocorreu neste
trabalho.

Ao ser colocada uma pelicula de espuma de sabdo entre dois arcos, separando-os lentamente, um
grupo de estudantes obteve o catenoide, a superficie minima descoberta por Euler em 1741, conforme
a figura a seguir.

Figura 11: Catenoide em pelicula de sabdo limitada por arames
Fonte: Autores

Apds colocar uma mistura de sabdao numa garrafa descartavel de plastico, corta-la e separa a garrafa
em dois pedagos, obtém-se novamente (sé que de modo diferente do procedimento anterior) o
catenoide.
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O formato obtido remete naturalmente a formas que os alunos encontram com frequéncia no
supermercado e a importancia da Matematica até para questdes ambientais: superficies menores
(superficies minimas, por exemplo) gastam menos material e, portanto, sdo mais econémicas e tém
menos impacto no meio ambiente.

Ainda com o uso do catenoide, percebeu-se que as nogdes de curvaturas principais e curvatura média
ficaram mais claras construindo esta superficie minima, desta vez com massa de biscuit. Neste caso,
os alunos perceberam que as curvaturas principais do catenoide (as das circunferéncias centrais, uma
horizontal e a outra vertical) tém sinais contrarios e mesmo valor absoluto, ou seja, tém soma nula,
0 que comprova que a curvatura média do catenoide é zero.

Figura 12: Catenoide com massa de biscuit
Fonte: Autores

Em seguida, mergulhando um arame em formato espiral num recipiente com agua e sabao, os alunos
conseguem produzir o helicoide, a superficie minima descoberta por Meusnier em 1776.

Figura 13: Helicoide em pelicula de sabao
Fonte: Autores
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Com o objetivo de descobrir/entender a propriedade de o helicoide ser uma superficie regrada, os
estudantes fizeram a construcdo desta superficie minima usando palitos de picolé. Com isto, ficou
claro para os alunos que por cada ponto do helicoide passa uma reta que esta inteiramente contida
no proprio helicoide.

Figura 14: Helicoide com palitos de picolé
Fonte: Autores

Muitos outros experimentos foram realizados com os alunos, como a confeccao de diversos tipos de
poliedros utilizando arames e peliculas de sabdo, tendo por objetivo estender o que foi feito com
superficies minimas e agucar discussdes sobre topologia das superficies, que é também um tema
dialogado quase sempre com estudantes de nivel de pds-graduacao em matematica.

Com isto, fica claro que quando o professor de matematica decide investir num processo de
aprendizagem em que o aluno tem a oportunidade de participar ativamente na construcdo do
conhecimento, o estudo de matematica deixa de ser aquela sequéncia (muitas vezes mondtona)
“definicdo — exemplo — exercicios”, e a boa escolha de uma situagao-problema passa a
instigar/motivar o aluno. Neste caso, o professor se torna mediador e orientador no processo ensino-
aprendizagem, sendo assim responsavel pela sistematizagdao do novo conhecimento, e isto de uma
forma agora atraente e prazerosa.

6. CONCLUSOES

O estudo contribuiu muito para a formacao educacional dos estudantes, possibilitando a eles um
contato tedrico e pratico com tdpicos matematicos voltados quase exclusivamente para alunos de
pos-graduacao em matematica. Além disso, os estudantes foram expostos a resultados classicos e de
interesse de varios pesquisadores matematicos da area de Geometria Diferencial. Isto significa que
foram trazidos a atencdo de estudantes do ensino médio assuntos de altissimo nivel cientifico, ou
seja, discussdes profundas propostas por grandes matematicos desde o século 19 fizeram parte do
cotidiano de alunos que ainda nem tinham se despedido do ensino basico.

Um dos pontos mais intrigantes nesta investigagao foi o fato ter sido possivel gerar aprendizado sem
fazer uso do método tradicional de ensino. Segundo Brasil (2006, p.80), o ensino tradicional é
transmissao do conhecimento, e a aprendizagem é a mera recepcao de conteldos, ou seja, 0
aprendizado € o acumulo de conteldos e o ensino baseia-se essencialmente na “verbalizagdo” do
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conhecimento por parte do professor. Visto que era impossivel apresentar a definicdo formal de
superficies minimas aos alunos do ensino médio (pois esta definicdo envolve o conceito de superficies
regulares, diferenciabilidade de funcdes definidas em superficies, elemento de area de superficie,
variacdo da area, dentre outros), os conceitos foram introduzidos empiricamente por meio das nogoes
comuns e da experiéncia pratica acerca das propriedades minimizantes esperadas para tais
superficies, bem como pelo uso de ferramentas llidicas capazes de produzir exemplos concretos de
superficies minimas. Assim, passaram a ser do conhecimento desses alunos do ensino médio belos
exemplos de superficies minimas (algumas sendo produzidas por eles proprios), sem que houvesse a
necessidade de se prender aos detalhes técnicos que ha por tras da teoria (que neste momento esta
num nivel muito acima do que é apresentado na escola secundaria) que estabelece formalmente
esses objetos matematicos, algo que poderia ter ofuscado a beleza da teoria e desmotivado os alunos.
Esta experiéncia comprova que com iniciativa e criatividade, a matematica (mesmo aquela
matematica que aparentemente faz parte apenas da rotina de pesquisadores de alto nivel) pode
deixar de ser temida e rejeitada por muitos estudantes, e passar a ser vista como uma ferramenta
indispensavel e presente no dia a dia dos alunos do ensino médio.
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