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CIENCIAS EXATAS E DA TERRA

Estudo Numérico da Frequéncia de Oscilacao de
Kg dois Péndulos Acoplados por uma Mola

THEM A Numerical Study of the Frequency of Oscillation of Two
Pendulums Coupled by a Spring

Octavio José Santos Santana!; Romualdo Santos Silva Jr.2

RESUMO

Neste trabalho estudamos numericamente as frequéncias de oscilagao de dois péndulos acoplados por uma
mola, considerando que os mesmos apresentam massas diferentes. Através das equagGes de movimento,
obtemos numericamente os pontos fixos do sistema, 0s quais representam pontos no espaco de fase em que
o sistema permanece estacionario. Escolhemos algumas condicOes iniciais do problema préximo de um ponto
fixo especifico, e analisamos numericamente as frequéncias de oscilacdes de cada péndulo no regime de
pequenas oscilacdes e fora do regime de pequenas oscilagdes. Confirmamos que no regime de pequenas
oscilagdes, os modos de vibracdes dos péndulos oscilam em fase e oposicdo de fase, como também em que
situacdo este regime nao é valido. Além disso, considerando que os péndulos oscilam com fases opostas,
verifica-se que o sistema apresenta comportamento caotico.

Palavras-chave: Pontos fixos; Frequéncia de oscilacdo; Péndulos acoplados.

ABSTRACT

In this work we study numerically the oscillation frequencies of two pendulums coupled by a spring, considering
that they have different masses. Through the equations of motion, we obtain numerically the fixed points of
the system, which represent points in the phase space in which the system remains stationary. We chose some
initial conditions of the problem close to a specific fixed point, and numerically analyzed the frequencies of
oscillations of each pendulum in the regime of small oscillations and outside the regime of small oscillations.

We confirm that in the regime of small oscillations, the vibration modes of the pendulums oscillate in phase and
phase opposition, as well as in what situation this regime is not valid. In addition, considering that the
pendulums oscillate with opposite phases, it is verified that the system presents chaotic behavior.

Keywords: Fixed points; Oscillation frequency, Coupled pendulums.
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1. INTRODUCAO

E sabido que as oscilagdes desempenham um papel fundamental na fisica, seja ela na mecanica, na
acustica, na eletricidade, como também na 6tica. Um dos sistemas mais simples no que diz respeito
ao estudo de oscilagdes harmonicas é o sistema massa-mola, que é caracterizado por um corpo
(massa), acoplado a outro corpo material (mola), mantido em sua posicao de equilibrio, onde a mola
se encontra sem deformagodes, sendo assim, portanto, livre de tensoes internas. Quando realizamos
o deslocamento de sua posicao de equilibrio, a massa sofre a acdo de uma forca restauradora linear,
e esta tende a retornar ao ponto de equilibrio. Esta forga é devida a tendéncia da mola de retomar
ao seu estado original, sem sofrer nenhum tipo de deformacdes como também tensdes internas.

Outro sistema interessante que tem sido estudado até hoje é o péndulo fisico, citamos como exemplos
0 péndulo duplo, péndulo invertido e péndulo acoplado. Um sistema bastante trivial que se pode
estudar é o péndulo simples, onde o mesmo é encontrado em diversos livros de fisica basica
(GOLDSTEIN, 2000; LANDAU, 1996), métodos matematicos de fisica (ARFKEN, 1985; BENDER, 1978),
métodos computacionais e textos especificos de oscilacdes (CAP, 2003; BILLINGHAM, 2000; PAIN,
2005).

Quando consideramos dois péndulos com massas (m) e comprimentos (L) iguais acoplados por uma
mola de constante elastica (k), como mostra a Figura 1, ja é sabido que seus modos normais de
vibragdo sdo descritos por duas frequéncias de oscilacao, em que a primeira (w1) esta relacionado
com o comprimento do péndulo e a segunda (w:) com a massa, tal que, se w= w1, os péndulos
oscilam em fase, entretanto, se w= w, os péndulos oscilam em fase oposta. Além disso, o estudo de
corpos oscilatdrios com acoplamento entre eles podem levar muitas vezes a fendmenos interessantes,
caracterizados pela sincronizacao e pela diferenca de fase entre eles (AVILA, 2003).

k

Figura 1: Esquema de dois péndulos com massas m e comprimentos L acoplados por uma mola de constante eldstica k
Fonte: autor

Em um trabalho recente publicado Silva Jr. (2013), foi proposto um sistema que consiste de dois
péndulos com massas diferentes acoplados por uma mola, onde o parametro /m,, € @ massa de cada
péndulo, L, = L,€é o comprimento da cada péndulo e & a constante elastica da mola, como mostra a
Figura 2. Neste trabalho, foi observado que a segunda frequéncia de oscilacdo agora se comporta em
funcdo da massa de cada péndulo, mais especificamente da soma e do produto entre elas.
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Figura 2: Esquema do Sistema Fisico proposto
Fonte: autor

Tomando como referéncia o problema proposto anteriormente (SILVA JR, 2013), objetiva-se estender
este trabalho, através de um estudo numérico da estabilidade e frequéncias de oscilagao dos péndulos

acoplados de maneira geral.

2. MODELO TEORICO

A Hamiltoniana que descreve o sistema proposto é escrita como:

PHZ P 2

L —gmaLacos(ea)—gmbLbcos(é’b)+%kL§sin2(6’a)+%kL§sin2(0b)

om 2 2m
—kL, sin(6,)L, sin(6,),

(1)

sendo & a constante elastica da mola, g a constante gravitacional, m, e m, as massas, L, e L, os

comprimentos, 6, e 6, as coordenadas angulares, e B, e B, os momentos angulares dos péndulos

ae b, respectivamente.

Desta forma, conhecendo o sistema e a hamiltoniana que descreve o mesmo, podemos escrever

usando o formalismo hamiltoniano as equagdes na evolucao temporal, sendo entao:

dg _oH  dp_ oH

dt  op dt  oq

Assim, as equacdes que descrevem a dinamica deste sistema sao escritas como:

daa — Pga
d  mL2
a6, _ 5
dt mL
dp, ) ) . .
dta =—gm,L, sin(6,) — KL sin(8, ) cos(d, ) + kL, L, cos(é, )sin(4,)
dP, ) - .
o —gm, L, sin(d, ) — kL, sin(8, ) cos(4, ) + kL, L, cos(6, )sin(6,)

(2)

(3)

(4)

(5)

(6)
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Foi escrito um codigo em Python versdo 2.7 para realizar os cdlculos numéricos, onde utilizamos o
método de Runge Kutta de quarta ordem (STROGATZ, 1998) para obter as solucdes das equacoes
diferenciais.

3. RESULTADOS E DISCUSSOES

Inicialmente vamos analisar os pontos fixos do sistema e sua estabilidade. Pontos fixos sao pontos
representados no espaco de fase no qual a taxa de variacdo temporal € nula. No nosso modelo, nota-
se que nas equagoes (3) e (4) os pontos fixos sdo P;, = P5, = 0 como pode ser visto nas equagdes
(7) e (8), enquanto as equagoes (5) e (6) apresenta muitos pontos no espaco de fase em que a taxa
de variacao temporal dos momentos é nula.

*

dH P@ *
=0 = =0 = P, =0 7
dt m, L2 b )
P .
% _y = =0 = P, =0 (8)
dt m, L
dPg - &3 2 - 3 S 3 - 3
dta =0=—gm,L, sin(d,) —KL; sin(d,) cos(¥,) +KL,L, cos(d,)sin(g,) =0 9)
dpan - 3 2 .- 3 3 3 - 3
T=0:>—gmbLb5|n(0b)—kLbS|n(0b)cos(6?b)+kLbLacos(eb)sm(é?a)=0 (10)

As equacoes (9) e (10) representam a taxa de variacao temporal dos momentos nula, e por serem
equacOes transcendentais ndo apresenta solucdo analitica, de modo que sua solugdo € obtida
numericamente.

A Figura 3 mostra o espaco de fase das coordenadas angulares. As regides em azul, vermelho e preto
correspondem a taxa de variacao temporal ser positiva, negativa e nula, respectivamente.

Op/ 7
Op/

-1.0 -05 0.0 0.5 1.0 10 -05 00 0.5 1.0
Oal T Oal T

Figura 3: Taxa de variagdo dos momentos lineares em fungdes das coordenadas angulares, para o péndulo ‘a’ e ‘b,
respectivamente. Foram utilizados os seguintes parametros: m. = my = 1.0kg, L. = L, = 1.0m, k = 10.0N/m e g = 9.8 m/s?.
Fonte: GOLDSTEIN, 2000

Pode-se analisar a dindmica do sistema através de campos vetoriais, onde o sinal da taxa de variacao
temporal informa em que diregao o campo vetorial “flui” (representado pelas setas, com relagao a um
dos pontos fixos do sistema). Ou seja, a regiao em preto é denominada de pontos fixos e significa
regides onde as solugdes sdo estacionarias (ndo varia com o tempo), enquanto a regiao em azul sao
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regides no qual o fluxo dos campos vetoriais se aproxima dos pontos fixos, e por fim as regides em
vermelho representa a situagao em que o fluxo se afasta dos pontos fixos. Portanto para os pontos
fixos que coincidem nos dois espacos de fase, a dindmica do sistema sera estacionaria, por exemplo,
os pontos em amarelo da Figura 3 sdo pontos fixos e coincidem nos dois espacos de fase. Eles
correspondem a 6; =6, =0, que se usada como condicdo inicial do problema a solucao é
estacionaria, pois nesta situacao a forca resultante no sistema é nula.

A Figura 4 apresenta a evolucao temporal do espaco de fase das coordenadas angulares normalizada
por n, onde desta vez variamos as massas dos péndulos fazendo m, = 1.0kg e my = 2.0kg, e fixando
La = Lo = 1.0m, k = 10.0N/m e g = 9.8m/s?. A curva em preto representa as condicdes iniciais Py, =
Py, =0e 6, =06,=0,03m, e a curva em azul as condicbes Py, = Py, =0 €6, =—0,03r €6,
0,03m. Visivelmente na curva em preto, os dois péndulos estao em fase, neste caso a mola ndo é nem
comprimida e nem estendida, consequentemente ndo ha transferéncia de energia entre os péndulos.
Para a curva em azul, os péndulos iniciam o movimento em posicdes opostas, e por se encontrarem
acoplados a uma mola, consequentemente a dinamica de cada péndulo sera afetada ocorrendo
transferéncia de energia entre eles, afetando a amplitude de oscilacdo de cada péndulo.

0.02

0,00

O,(t)/T

=0.02}

I I L L
-0.04 -0.02 0.00 0.02 0.04

0,(t)/m
Figura 4: Espaco de fase das coordenadas angulares normalizada por n. Com as condig0es inicias do problema
Py, = Pg, =0 €6, =6, = 0,03m, referente a curva em preto continuo e Pg,=Pg,=0 €0, =-0,03r e 6, =003 e
referente a curva em azul tracejado.

As curvas apresentadas na Figura 5 representam a dinamica temporal das coordenadas angulares
normalizadas por n em fungao do tempo 5(a) e em 5(b) refere-se a transformada de Fourier das
séries temporais da figura 5(a). Foram utilizados os seguintes valores de parametros: m,= 1.0 kg,
mp= 2.0 kg, La = Lpb = 1.0 m, k = 10.0 N/m e g = 9.8 m/s2, com condigdes iniciais Pg, = Pg, =0 €
0, = 6, = 0,03m.

Como ja tinhamos mencionado, essa condicdo inicial do sistema representa a situagdo onde os
péndulos oscilam em fase, tal condicdo revela que a Unica frequéncia de oscilacdo é a frequéncia
natural do péndulo simples.
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Figura 5: Coordenadas angulares normalizadas por n em funcdo do tempo (a) e a transformada de Fourier da mesma (b)
Fonte: ARFKEN, 1985

Mantendo os mesmos parametros da Figura 5, mas alterando as condicOes iniciais das coordenadas
angulares do sistema para 8, = —0,037 e 6, = 0,037 e, observa-se que para essa configuragao a
dinamica dos péndulos é afetada devido ao acoplamento entre elas por uma mola, além de apresentar
uma modulacdo na amplitude de oscilacdo de cada péndulo. Nesta configuracao a dinamica do
sistema apresenta duas frequéncias de oscilagdes, sendo que a frequéncia que corresponde ao
acoplamento é a dominante no movimento.
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Figura 6: Coordenadas angulares normalizadas por n em funcao do tempo (a) e a transformada de Fourier da mesma (b).
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No trabalho de Silva Jr. (2013) o problema foi tratado para pequenas oscilacdes no qual foi possivel
obter facilmente os modos de vibragGes do sistema. Aqui estendemos para o caso de angulos maiores,
que estariam fora do regime de pequenas oscilacoes. Considerando as condigoes iniciais P, = P, = 0,
0, =—0,3m e 8, =0,3n e, verifica-se que a dindmica do sistema entra no regime cadtico, como é
mostrado na figura 7(b), no qual a dinamica do sistema apresenta varias frequéncias de oscilacoes.
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Figura 7: Coordenadas angulares normalizadas por n em funcao do tempo (a) e a transformada de Fourier da mesma (b).

4. CONCLUSOES

Através deste trabalho foi possivel estudar numericamente as frequéncias de oscilagao de dois
péndulos acoplados por uma mola, considerando que os mesmos apresentam massas diferentes.
Através das equagdes de movimento, determinamos os pontos fixos do sistema, no qual, obtemos
Py, = Py, = 0, enquanto as coordenadas angulares apresentavam um conjunto de pontos fixos, que
foi obtido numericamente e ilustrado na figura 3. Em seguida confirmamos numericamente no regime
de pequenas oscilacdes os modos de vibragOes para os péndulos oscilando em fase e com fase
opostas, além de estender a situacdo no qual o regime de pequenas oscilacdes ndo é valido. Neste
regime e considerando os péndulos oscilando com fases opostas verifica-se que o sistema apresenta
comportamento cadtico.
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