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RESUMO

Se constata na abordagem, por parte dos autores de livros de Histéria da Matematica — HM, uma apreciagao
laconica, ludica e desprovida de um vigor historico-matematico que proporcione ao leitor um entendimento do
processo evolutivo irrefredavel hodierno do modelo de Fibonacci, originariamente correspondente ao processo
bioldgico de produgdo de pares de coelhos. A partir dessa perspectiva, o trabalho atual discute a classe dos
Polinbmios Bivariados Complexos de Fibonacci — PBCF. Os mesmos constituem uma representacdo generalizada da
Sequéncia de Fibonacci, em termos de uma variavel real ‘x’ e a unidade imaginaria ‘i’. Assim, o texto aborda e
pormenoriza determinados resultados matematicos que envidam uma perspectiva correlata ao processo ininterrupto

evolutivo do modelo de Fibonacci, costumeiramente negligenciados por autores de livros.
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ABSTRACT

Abstract. An approach by the authors of Mathematics History books ~ can be constated, that develops an laconic,
playful and lackning apreciacion of a historical power unstoppable process today's the Fibonacci model, originally
corresponding to the biological process of the pairs rabbits production. From this perspective, the present paper
discusses the class of Polynomials Bivariate Fibonacci Complexes - PBCF The work represents a generalized
representation of the Fibonacci sequence, in terms of a real variable x and the imaginary unit . Thus, the written
addresses and details certain results shall make a related perspective to the evolutionary process uninterrupted

Fibonacci model, often neglected by the authors "books.
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1. INTRODUGAO

De modo praticamente compulsério, no /ocus académico, ao decurso do estudo ou da formagao atinente
aos conteudos de Histdria da Matematica — HM, o tema denominado Sequéncia de Fibonacci — SF se
evidencia como um exemplo de modelo matematico que, a despeito do seu surgimento, cujo nascedouro
se traduz pela intencao “pedagdgica” de Leonardo Pisano, em 1202, com a proposicao de uma situacao
problema, de apelo bioldgico, caracterizado pelo processo de cruzamento de coelhos que se reproduzem
ad eternum (LfVIO, 2002; POSAMENTIER & LEHMANN, 2007; SIGLER 2003; VAIDA, 1989).

O que ja se transformou num patrimonio coletivo, num ambito de uma investigacdo histdrica, se
consubstancia pelo nosso conhecimento da Sequéncia de Fibonacci - SF que, por intermédio de um

aparato notacional moderno, constatamos ser indicada por f , =f +f ,, ou equivalentemente,

n n-1/

f=f_ +f ,com n=01234,>5.... Em, ainda, alguns dos nossos trabalhos temos assumido um

n
posicionamento critico, no sentido de compreendermos uma espécie de “hiato histérico” do modelo

supracitado que dificulta nosso entendimento sobre o processo contiguo do referido modelo.

E, nesse texto, nosso entendimento do termo “hiato histdrico” (ALVES, 2015; 2016a; 2016b; 2016c) diz
respeito ao carater infrutifero e negativista, oriundo do contato dos estudantes com um modelo
publicizado no século XIII, conquanto quase nenhum vestigio do processo evolutivo ou seu estadio e
interesse atual, por parte de especialistas, se mostra pouco publicizado. Isso posto, no préximo
segmento, discutiremos uma classe particular de fungdes polinomiais, visceralmente vinculada o modelo
de Fibonacci, propugnada por alguns matematicos no século XX. Dessa forma, o carater que
perseguiremos mostrar ao longo do artigo, deve envidar o esforgo em apresentar para os estudantes

elementos de um modelo matematico de irrefreavel vigor evolutivo.

2. A ORIGEM E PROPRIEDADES DOS POLINOMIOS BIVARIADOS DE FIBONACCI - PBF

Os polindmios de Fibonacci foram estudados (ou definidos) pela primeira vez em 1883, pelo matematico
belga Eugene Charles Catalan (1814 — 1894) e pelo matematico alemao Ernest Erich Jacobsthal (1881 —

1965). Catalan introduziu a familia de fungdes polinomiais de Fibonacci através da seguinte definigdo.
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Definicdo 1: Chamaremos de Sequéncia Polinomial de Fibonacci — SPF, ao conjunto de fungdes
polinomiais descritos pela relagdo de recorréncia f,(x) =1, f,(X) =X, f,(X)=x-f _,(X)+ f, ,(X)
, N>1. Ou de modo equivalente f_,, (X)=x-f (X)+ f _,(X).

E, de acordo com Asci & Gurel (2012, p. 1), o interesse maior pelo estudo dos polindmios de Lucas, em

1970, ocorreu com os trabalhos de Bicknell (1970). E, para sua formulacao, registramos a seguinte

relagdo de recorréncia indicada na definicao 2.

Definicao 2: Chamaremos de Sequéncia Polinomios de Lucas — SPL, ao conjunto de funcdes polinomiais

descritos pela relagdo de recorréncia L,(x) =2,L,(X)=x,L,(X)=x-L _,(x)+L,_,(x).

Doravante, restringir-nos-emos ao caso das fungdes polinomiais de Fibonacci, porquanto perseguiremos
propriedades que carecem de maior publicizacdo no ambito académico, da classe de Polindmios
Bivariados de Fibonacci — PBF.

Sem mais delongas, em Asci & Gurel (2012, p. 2), encontramos a seguinte definicao.

Definicao 3: Chamaremos de Sequéncia de Polindbmios de Fibonacci — SBPF, ao conjunto sujeito as

condigdes  Fy(X,y)=0,F (X y) =L F (X y)=ix-F (X y)+y-F (X y),n=1. Ou, equivalentemente,

F.(xy)=ix-F (X, y)+y-F _,(xy),n>2.

Logo abaixo na figura 1, apresentamos uma tabela com alguns de seus termos iniciais da sequéncia

{ |:n (X’ y)}:zo '
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Fo(z,y) Ly(z,y)
0 2
1
iT
-1 +y

1T

-z’ + 2y
—r% + 3y
ot — 4%y + 27
T°1 = S yi + Hry’i
—zb + Gzly — 0xdy? + 297
—z'1 + Tz yi — 14x°y” + Try'i

| | =

and

—ri + 2xyi

L) =

=
L=

Tt = 3ty + y°
T — drdyi + 3y xi

-]| &=

F v
—z® 4 bty — 62%y° + o0

Figura 1. Asci & Gurel (2012) listam os primeiros termos das sequencias bivariadas polinomiais de Fibonacci e de Lucas

A partir da ultima definicdo, empregaremos a nocao de fungao geradora para o caso dos PBF. De fato,

vamos considerar a seguinte série formal de poténcias
gt) =D F.(x,y)t" =R (% y) - t° + R (X, y) -t' + F(X, y) - t? +---+ F (X, y)-t"+---. Logo em
n=0

seguida, avaliaremos as seguintes expressdes, por intermédio da multiplicacdo correspondente dos

termos (ix-t-g(t)) e (y-t*-g(t)), respectivamente:

=) F (x,y)t (X, Y) "+ F (X, y) t Ry (X, y) P4+ F (X, ) 1" +

n
n=0

ixt-g(t)::ix-ZFn(x,y)-t”:ix-Fo(x,y)t+ix-F1(x,y)-t2+---+ix-F (6 y) " +ix-F (X, y) T+
=0

(0):= 3 F, (6 1)1 = YRy (6 V)47 4 YR (X V)6 oot Y, 506 Y)Y, (6 )47 4

Com origem nas trés expressbes acima e, recordando o fato de que

F.xy)—ix-F,(x,y)—y-F,,(x,y) =0, termos correspondentes (observados as potencias da

variavel ‘t"), devem ser eliminados, na medida em que lidamos com o comportamento da seguinte

expressao (g(t) —ix-t-g(t)—y-t*- g(t)) =F, (X y)+tF (X, y)+
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---+i(Fn+1(x, y)—ix-F (X, Y)—y-F (% y))t" =F(x,y)+tF(x, y)+i(0)-t” =0+t+0.

n=2 n=2
g(t) = ﬁ . Ademais, desde que F _,(X,y)—-iXx-F(XYy)—-y-F_,(X,y)=0x
J— |X B = y .
Foat) “ix-——2 =0 e assumindo quet = Fua(Y) A ~ix-Y =0 ot b -ixt -y=0.
F.(x.Y) [ F.(xy } F.(xY) t,
Fn—l(Xv y)
Assumindo que lim w =t deve seguir que t*—ix-t—y=0 é o polindbmio caracteristico
n—oo n X, y

buscado, que corresponde a definicdo formulada por Asci & Gurel (2012). E, com origem na ultima
expressao, enunciaremos nosso primeiro teorema que, na literatura especializada recebe a denominagao
de féormula de Binnet ou formula variante de Binnet (KILIC, 2008; MAYNARD, 2008; WITFORD, 1977).

(" y)-B"(%.Y))
a(X’ y)_ﬂ(x1 y) .

Teorema 1: Para n>0, temos que F (X,y) =

Demonstracao: No texto acima, necessitamos observar que, com um procedimento standard que se

repete em casos semelhantes, tomamos a equacgdo t* —ix-t—y =0 g, resolvendo tal equagdo na variavel

't devemos obter suas raizes expressas do seguinte modo: A =(-ix)’—4y(-1)=-x*+4y,

X+ /4y — X B0 )_ix— 4y—x°

a(X,y) = > =y a(X,y)-B(x,y)=-y.

Ademais, de acordo com os argumentos anteriores, garantimos as seguintes relagdes
a(x,y)? —ix-a(x,y)—y =0, B(x,y)* —ix- B(x,y)—y=0. Logo em seguida, vamos recordar a relacdo

fundamental F (X, y) =ix-F, (X, y)+y-F, (X ¥y).

Assim, pela hipétese indutiva, escrevemos: F,  (X,y) =ix-F (X,y)+y-F (X, y)=
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(a”(x, y) B(x y))
i @ 0= Y) (@) =BT (@) -A V), Celky)  B(x)

(@ y)-py) 0 (@xy)-py)) (@) -pxy) (@l y)-Bxy))
—ix (an (X! y) _ﬂn (Xv y)) +vV- (an(x’ y)IB(X’ y) —0{(X, y)ﬂn (Xv y)) —ix (an(x’ y) _ﬂn(x’ y)) +

a(x,y)-B(xy) y (a(x, y)B(x,¥))-(a(x, y) - B(x,Y)) (a(x,y)—B(xY))

. (an (X! y)ﬂ(X, y) —0{(X, y)ﬂn (X1 y)) _ iX- an(xy y) —iX 'ﬁn (X! y) _an(xy y)ﬂ(X, y) + a(X, y)an (X1 y)
(=y)(alx¥)-B(x.Y)) (a(x y)-B(x.Y))

— iX-a(X, y) .an—l(x1 y) —iX-ﬁ(X, y) 'ﬂnil(x1 y) _an(x’ y)ﬂ(X, y) +0[(X, y)ﬂn(x’ y) —
(OK(X, y)—ﬂ(X, y))

(@0 y)" = y) @ (x y) = (B0 Y) - y) A0 y) =@ (% ) B0 Y) +a(x, y) B (6 Y)
(a(x,y)-B(xY))

_a(x )" -y a" ) = OGN Y B ) Ay e (X Y) -y BT Y)
(O[(X, y) —ﬁ(X, y))

+y

_al "™ = fx y)™ . Portanto, vemos que F_,(x,y) = a(x )" = fx,y)"™
OZ(X, y)_ﬁ(x’ Y) ' e a(xv Y)—ﬂ(x, y)

, n=0.

Segue o resultado. No proximo teorema trazemos uma representacao dos elementos da BPF por

intermédio de um determinante de uma matriz especial formulada por Asci & Gurel (2012).

Teorema 2: Denotando por D,(X,Y),., @ matriz tridiagonal definida na figura abaixo. Nesse caso, ao

assumirmos que D,(x,y)=0, entdo detD,(X,Y),., =F,(X,y),n=0.

Figura 2. Matriz proposta por Asci & Gurel (2012) para a gera¢do dos PBF
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Demonstragao: Vamos proceder por indugao matematica. Nos casos preliminares, vemos (n=1 e n=2)

11
que detD,(X,y),, =1=F(xy) e detD,(x,Y),, :det(0 ixJ: ix="F,(X,y). Assumiremos o passo indutivo

da seguinte forma detD, ,(X,V¥), 1.1 =F. (X Yy) e detD, ,(X,¥), ».,=F_,(XY). Segue, pois, que:

det D, (X, Y),., =ix-detD__,(X,Yy)+

nxn

passo

+y-detD, ,(x,y) = ix-F (X y)+y-F (xy)=F(xy). . detD,(x y),, =FXxy)n=>1

dutive

Por outro lado, vale assinalar, um comportamento esperado para matrizes particulares indicadas por
D, (X, ¥) 5.0 Da(X, ¥) 335 Dy (X, ¥) 4as D5 (X, ¥)s50 Ds (X, V)60 D7 (X V)77, Da (X, ¥)gg s, ++y €tC. Dessa forma,
passamos a explorar o CAS Maple, a fim de inspecionar o comportamento particular de matrizes de
ordem elevada. Sendo assim, podemos determinar, por exemplo, que detD,(X,Y),,=-X"+Y,
det D, (X, ), = —X%i +2xyi, det D,(X, Y), = X’i —4x%yi+3xy’i e que podem ser conferidos na tabela

da figura 2 proposta pelos autores.

F\ARTIGOS_REVISTAS\FIBONACCI_LIVRO\BIVARIATE 1.mw*-[S.. - © FAARTIGOS_REVISTAS\FIBONACCI LIVRO\BIVARIATE Tmw*-[S.. = B
Arquivo Editar Visualizai Inserir Formatar Tabela Desenho Gréfico Planilha Ferramentz Janela ( Ajuda | || Arquive Editar Visualizal Inserir Formatar Tabela Desenho Grafico Planilha Ferramente Janela ( Ajuda
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0 Ix 1 2 11 0 0 0 0
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1100 00 0 0 -y Ix
0 Ix 1 0 det(E);
§
0 oy Ix 1 @ I — 41¢y + 3Lxy ©
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i , D, (x x .
Figura 3. Com recurso ao CAS Maple alguns casos particulares da matriz ”( ' y)”X” sao avaliados
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Figura 4. Com recurso ao CAS Maple alguns casos particulares da matriz Dn (X, y) sdo avaliados

det| G);

v

nxn

Por outro lado, vejamos outras expressdes algébricas que indicaremos  por

det D, (X, ¥)ge =—X'i +6xX°yi —10x°y%i + 4xy°i, det Dy (X, ¥)g,0 = X° = 7x°y +15x"y* —10x°y* + y*,

det Dy (X, Y)ip0 = X 1 —8X7yi +21x°y%i — 20X’ y°i +5xy*i, det Dy (X, ¥y, = X" +9x°y — 28x°y?

+35x*y® —15x%y* + y°. (ver figuras 3 e 4).

ix
Agora, vamos considerar a seguinte representacao matricial Q(X, y) = ( 1 Y

Oj . E, logo, em seguida,

Asci & Gurel enunciam o seguinte teorema.

F .. (X, F_ (X,
Teorema 3: Dado n>1, entdo vale que Q" (X, y) =[ (XYY YR (% Y) ]

F.(xy) YR _(XY)
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i F, (X, F (X
Demonstracao: Com efeito, vejamos que Q(x,y):(lx yj:( 200 Y) YR y)j e que
FR(xy) YR(XY)

10
2 B (ixoy\(ix oy (=x*+y ixy) (RXxY) yR(XY)
Q(X’y)_Q(X’y)Q(X’y)_(l 0](1 Oj_( ix yJ_(Fz(X,y) yFl(x,y)j'

—x? i i
Ainda, podemos apreciar que: Q°(x, y) =Q?(X, Y)Q(X, y) =[ x Ixyj(lf gj -
ix y

:[—ix3+2ixy y-(—x2+y)):£F4(X,y) YR, (x,Y)

) ) j . Podemos ainda constatar a seguinte multiplicagao
X" +Yy y-IX R y) YR(XY)

matricial Q*(x,y) = Q%(X, Y)Q(X,y) = [_ixs +2ixy Y- (=X + y)](ix yj _

—x*+y y-ix 1 0

(x“ -3y +y* y(—x%i+ 2Xyi)J _ ( F(xy) YR(XY)

] : . E, num passo posterior, ainda pode ser
(—Ci+2xyi)  y(=x2+y) F,(xy)  YR(X Y)j

constatado que Q°(x, y) = Q*(X, Y)Q(X, y) = [X =37y +yt y(xi+ 2xyi)j(ix y

(—x%i + 2xyi) y(-x*+y) L1 O
laborioso  calculo matricial repetidko nas linhas anteriores, devemos determinar que

s, [F(xy) YR(xY)
o )‘[Fs(x,y) VF, (%, y)

j . E, repetindo o

j . Nas figuras 5 e 6, obtemos ordens elevadas para Q,"(x, y) . Por fim, vejamos

o comportamento do seguinte produto Q"™ (X, y) =Q" (X, y)-Q(X,y) =

:[Fm(x,y) yFn(x,y)lix yjz[ian+1(X,y)+yFn(x,y) yFn+1(x,y)+0]=[Fn+z(x,y) YFoa(x,Y)+0
F(y) YRL(GY)L 0) (xR () +yFRL(0y) YR(GY) ) (Ra(y) YR ()

pois, a propriedade por inducdo matematica, para todo ‘n’ natural.

j . Segue,

Ademais, podemos observar que s formula de Binnet se extende para os indices inteiros, ou seja:

( 1 j[ﬁ“(x,y)—a%x,y)J
() -Bxy) _La"(y) Ay L (@nBxy))

F , =
)= )~ A Y) a(x, y)-B(x,Y) (a(x,y)=B(xY))
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B (% y)—a’(x.y)
) _ 1 ("= xy) _-Rxy)

(2 V)=-BxY))  (-y)" (e(xy)=-BxY)  (~y)

Arquivo (E) Editar (E) Visualizar (V) Inserir (I) Formatar (R) Tabela (A) Desenho (D) Grafico (P) Planilha (5) Ferramentas (T) Janela (W) Ajuda (H)
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Figura 6. Determinagdo das poténcias de matrizes de ordem elevadas com o CAS Maple

121



Revista Thema
2017 | Volume 14 | No 1

Agora, a partir disso, enunciamos o seguinte teorema que permitira expandir a descricdo da familia de
PBF para indices inteiros.

_Fn (X! y)

(-y)’

Teorema 4: Para n>1 vale que F_(X,Yy)= YRS (—y)n ‘(% y)=-F (x,y).

Demonstragao: Antes, porém, reparemos que n=0..F(X,y)=ix-F (X, y)+Vy-F,(X,y) e, portanto,

Fl(Xi y) E
1 ' !

y

teremos 1=ix-0+y-F (X, y) < F,(x,y)= 1 ainda que
y

n=-1..FXYy)=iXx-F,(X,y)+y-F,(Xx,y) o y-F,(X,y)=-ix-F ,(X,y) = —ix-l. E, ainda que
y

F,(xy)= —|2x = _FZ(;(’ y) . No passo seguinte, verificamos que

y y
n=-2.F,(XY)=iX-F,(xy)+y-F,(xy) o y-F,xy)=F,(xy)-ix-F,(XVY). Assim, vem que

3 _ 2 _ 2
y-F (X, y)zl—ix-—lz(:%:. F.(x,y)= xy:y: F3(;3’ y)_ Vejamos mais um  caso

n=-3.F,(Xy)=iXx-F;(X,Y)+Y-F,(X,¥) < y-F,(XYy)=F,(XYy) —ix-F (X, y) =

_. _2 _. 3._ - __3. - __3. . _
:sz—ix'( X 3+y)=_|2)(+X| 3Xyl = ( XI+XyI). Segue a relagao F,(xy)= ( XI+XyI)= F4(x,y)_

y y y y y’ y' y'

Por outro lado, de imediato, ja vimos nos paragrafos anteriores que, o caso geral também é valido.

Corolario: Para n>0, teremos Q"(x,Y) =(

Fa(xy) yFn(x,y)]
F(xy)  YF.(Y))

I:n+:l_(x’ y) yFn(X! y)

Demonstracao: Com efeito, sabemos que Q" (X, y) :[
FOGy) YR Y)

j e, assim, segue
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_Fn+1(X’ y) . _Fn (X’ y)
e (Fanly)  YFL6w ) | (=9 -y) |
Q%) _( F.(y)  Y-F (X Y)j | R0y y- —F . (xy) |

(=) (=)
I ) R [—Fn+1<x,y) —yan<x,y)] -1 [Fm(x,y) yZFn(x,y)]_
Ry s Ry | (y) T RGY) YR (GY)

TR

_Fn+1(xv y) y2 . _Fn (X, y)

No teorema seguinte, apresentamos uma versao polinomial da identidade de Cassini, inicialmente,
abordada para valores (indices) inteiros e conhecida por f ,f ,—f?=(-1)". Tal propriedade adquiriu

relevancia com o trabalho do astronomo e matematico italiano Giovani Domenico Cassini (1625 — 1712),

no estudo das propriedades da sequéncia de Fibonacci.
Teorema 5: (Identidade de Cassini) Para n>1 vale que F _ (X, Y)F (X, y)-F,(x,y)’ =(-)"y"".

Demonstracdao: Com efeito, por intermédio das matrizes discutidas ha pouco, vemos

I:n-¢—1(X’ y) yFn (X’ y)
F.(xy)  yRL(xY)

Fn+1(x’ y) yFn(X! y)

}. Todavia, sabemos
F.(xy)  YRL(XY)

Q" (x,Y) z( j s.detQ"(x,y) = det[

que detQ"(x,y)=detQ(x,y)---detQ (X, y)=(-y)"=(-2)"-y". Dessa forma, inferimos que

n vezes

detQ"(X,y) =Yy -F, (%, Y)F, .. Y)—y-F.(X,y)’=(-1)"-y". Segue o resultado da igualdade

Y- (FL (X Y)F .G Y)—F (% y)) =(=D" - y".

A identidade do teorema 6 é conhecida na literatura formula de Honsberger (FALCON & PLAZA, 2009, p.

1009). A seguinte identidade f_ . = f ,f, + f f_ . foi introduzida por Honsberger (1985, p, 102).

m+1
Veremos que a mesma pode ser facilmente verificada por intermédio, também, da representacdo

matricial.

Teorema 6: Para m>0,n>0 entdo F .. .(XY)=F X Y)F . . XY)+YE,(XY)FXY).

123



Revista Thema
2017 | Volume 14 | No 1

Demonstracdo: Para tanto, vamos considerar a seguinte representacdao  matricial

Fn+l(x’ y) yFn(X! y)

Q"(x,y) :[ F(xy) YF_(XY)

j , e observar a seguinte relacao elementar

Q™"(x,¥y)=Q"(x,y)-Q"(x,y). Logo em seguida, vejamos que ocorre na multiplicacdo:

Foa(Xy)  YR.(XY) jX(FM(X’ y)  YFR.(XY) j
F.(Xy)  YFR._.(XY) F.(GYy) YR (X Y)

Qm(xv y)'Qn(X’ y) :(

— (Fmﬂ(xl y) Fn+1(xi y) + yFm (X! y) I:n (X1 y) yFn(X! y) Fm+1(X' y) + yFm (X1 y) yFn—l(X1 y)j
Fo (G YR (G Y) + YR (G YR (X Y) R (X y) YR (X ) + YR (X Y) YR (X, Y)

— (Fm+n+l(x’ y) yFm+n (X! y)

J . Da igualdade anterior, inferimos (na posigao correspondente 1x1, isto €,
I:ern (X’ y) yFern—l(X’ y)

”nha 1 COIUna 1) que Fm+n+l(X! y) = Fm+l(x’ y) Fn+1(x’ y) + y I:m (Xi y) I:n (X’ y) .

O préximo lema envolve um critério de divisibilidade entre determinados polindbmios, quando

consideramos o seguinte anel de polinomios, indicado por [1[X, y], nas variaveis ‘x’ e ‘y". Por exemplo,
vimos nos paragrafos passados a seguinte funcdo f(t)=t*>—ix-t—y que pode ser considerada,
assumindo a indicacdo de Coutinho (2012, p. 82), um polindmio no anel [I[x,y,t], ou ainda, um
polindbmio na variavel ‘t’, cujos coeficientes pertencem ao anel [1[X, y]. Sem mais delongas, vejamos

nosso primeiro lema.
Lema: Admitindo que mdc(x,y) =1,n >0, entdo mdc(y,F,(X,y)) =1, para n>0.

Demonstragao: Vamos empregar o0 modelo indutivo mais uma vez. De fato, para

Nn=21.".mdc(y, K (X, ¥y))=mdc(y,1) =1. E, no caso de
Nn=2..mdc(y,F (X,¥y)) =mdc(y,ix) =1. Vejamos ainda que
n=3..mdc(y,F, (X, Y)) = mdc(y,—x*+Yy) =d . Assim, teriamos que d\y,d\-x*+y e, assim, levando
em consideragdo uma combinacdo adequada dos polindmios y e —x*+Y, resulta que d\x*..d\x o que
concorre para uma contradigdo. No passo indutivo, assumiremos que mdc(y,F, ,(X,y)) =1. Em
seguida, assumiremos provisoriamente que mdc(y,F, (x,y))=d ..d\y,d\ix-F (X, y)+y-F, ,(X,y).

Mais uma vez, deduziremos que ‘d’ deve dividir uma combinagdo dos elementosy e y-F, ,(X,Y). Segue
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que d\ix-F_,(X,y). Reparemos que se ocorrer d \ix nossa demonstragao finaliza, com o fato de que
mdc(x,y) =1,n>0. Por outro lado, caso d \F, ,(X,y) =ix-F _,(X,y)+Y-F, _;(X,y) e oargumento podera

ser repetido (decrescendo a ordem) até o] caso de que

d\F, (X y),d\F _;(X,¥),...,d\F,(X,y) =iX e incorremos em outra contradi¢do. Assim, resta a

possibilidade unica mdc(y, F, (X,y)) =1.
Teorema 7: Admitindo que mdc(x,y) =1,n =0, entdo mdc(F,(x,y),F.,(x,y)) =1, para n>0.

Demonstracdo: Vamos empregar o0 modelo indutivo. Reparemos que, no caso
n=1...mdc(F (X, y),F (X,y)) =mdc(l,ix) =1. No passo  seguinte, vejamos  que
n=2..mdc(F,(X,Y),F (X Y)) = mdc(ix,—x*+y) =d.. Assim, teriamos que
d\ix,d\=x*+y..d\x,d\-x*+y e, por meio de uma combinac3o dos elementos anteriores, acarreta
que d\x,dly o que contraria a hipdtese preliminar. No passo indutivo, vejamos que
mdc(F, (X, y),F,,,(X,y)) =1. Logo em seguida, vejamos que se ocorrer
mdc(F,, (X, ¥),F..,(X,y)) =d <> d\F _,(X,y),d\F ,(X,y). Nao obstante, recordemos que
F.,Xy)=ix-F  (xy)+y-F,(XY) e. a partir disso, obteriamos que
F.Xy)—ix-F (X y)=y-F,(xy)..d\y-F (X y). Portanto, podem ocorrer duas possibilidades: (i)
d\y ou (ii) d\F (x,y). Ora, no caso (ii), obtivemos que d\ F, (X, y) e ainda que d\F, ,(X,y) o que
condiciona que d\mdc(F (X, y),F, ,(X,y))=1<>d =1. Agora, no caso (i), se temos d\y e

d\F,,(X,y) (pelo lema anterior). Segue o resultado.

Antes de enunciarmos e demonstrar o préximo teorema, com o auxilio do CAS Maple, podemos
determinar que F,(x,Yy) =—X% +2xyi =—xi(x* —=2y) = F,(X, y)-(2y — X°) . E, ainda, podemos encontrar
F (X, y) = X1 —4x%yi + 3xy%i = ixBy - x*)(=x* +y) = F, (X, y) - F,(x, ) - By - x),

F (% Y) = =XTi+6xX°yi —10X°y%i + 4xy’i = —ix(x* = 2y)(x* - 4x’y + 2y*) = F,(x, ¥)- K. (X, ) - (2y- %) . Para
compreendermos o extenso e laborioso trabalho que evitamos com o uso do software, trazemos ainda

os seguintes casos de decomposicdo de funcdes polinomiais: F,(x,y) =X’ -7x°y
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+15x*y? —10x7y° + y* = (X = y)(X* =5x"y +6X°y* — y°) = (Y= x*) (=X +5x*y —6X7y* + ¥*) = F, (X, y) - F, (X, Y)
F,(X,y) = —x"i +10x°yi — 36X’ y?i + 56x°y°i —35x°y*i + 6xy°i = —ix(x* — 2y)(x* —3y)-

OC = yY)(X* =4x2y + y*) = (D F,(%, Y) - F,(X,y) ; Fu(xy)=x"i-12x"yi+55xy% —120x"y%i +126X°y i

—56x°y°%i + 7xy%i = ix(—=x® + 7x*y —14x°y? + Ty*)(—x® +5x*y —6x°y> + y*) = F, (X, ¥)- F, (X, y)

(—x® +7x'y —14x2y* + 7y°%); Fa(xy) =ix'" —16x"y +105x"y% - 364"y’ + 715x°y i — 792X "y°i +
462x°y°i —120x%y i + 9xy®i = ix(x® —6x"y + 9x’y? — y*) (X — y)(X* =3y)(x* —6x*y +9x*y* —3y°®) =
=F,(xY) R y)(X* =6y +9x*y* — y*)(By—Xx*)(x* —6x"y + 9x"y* —3y°).

Diante dos casos de decomposicdo e fatoracdo das fungdes polinomiais sobre o anel fatorial [1[X, y],
poderemos observar propriedades basicas da divisibilidade de fungdes polinomiais, tais como:
FEOYNRKY),  RBEY\RKXY); FREY\RXY): R\ KY); FEXY)\EKY);
EXY)\Fg(XY); FE(X Y \Fg(X y). De imediato, divisamos também uma caracteristica marcante da

divisdo dos indices correspondentes nos elementos anteriores listados, tai como:
3\9,3\12,4\12,2\14,7\14,2\18,3\18 . Com origem nessa correlacao introduzimos o seguinte

teorema.

Teorema 8: Para m>2, temos m,n>1F (X,y)\F, (X,y) < m\n.

Demonstracao: Provemos primeiramente a reciproca. Para tanto, vamos admitir que n=k-m. No

passo seguinte, provaremos que F (X,y)\F . (X,y) por inducdo sobre ‘k’. Obviamente, para
k=1..F,(XY)\F,XY). No caso preliminar de
k=2.F,XYy\F.,XyF,XYy)+YyF (XV) F(m_l)(x,y)=Fm+(m_1)+1(x,y)=F2m(x, y). Mais uma vez, aplicando o
teorema 6, vem que k=3..F (X Y)\F, =F. 091 =FnaXY)EXY)+YF, & Y)F,yXY). No passo
seguinte, assumiremos a mesma propriedade por indugdo, isto €, que vale F (x,y)\F, . (X,y), aonde

1<I<k e inspecionamos 0 comportamento da seguinte expressao

F(k+1)-m (X’ y) = ka+m (X’ y) = ka+(m—1)+1(x1 y) = ka+l(X1 y) ) I:m (X’ y) Ty ka (X1 y) ) I:(m—l)(x’ y) . Notemos que
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os termos sublinhados sdo divisiveis por F, (X, y) (tendo em vista a hipdtese de indugao), por conseguinte

F G Y) \ Ry ym (X, Y) - Agora, vejamos a implicagdo direta.

Vamos admitir que para F, (X,¥)\F (X,y), com m,n>1. E, ensejamos verificar que m\n. Ora, caso
admitimos a negacao da propriedade, pelo Algoritmo da divisdo, podemos determinar Unicos g,r € IN

de modo que n=mqg+r,0<r<m. Por  outro lado, cabe  observar  que
FGY) =Fgrna (K Y) =R R Y) +y-F (G Y F (X Y) Mas, agora, desde  que
FGCYVE (X Y) —F (Y F LK Y) =R Gy -F (), entretanto, sabemos ainda que
mdc(F,, (X ¥), Fq.. 0 Y)) =1 o que acarreta que ocorre ainda
Fr OGYVF L a (K Y)-F (X Y) <> F (X, Y)\F.(X,y) 0 que conduz a uma contradicdo, posto que, pelo

algoritmo anterior, o grau do polinémio F.(X,y) é menor, estritamente, do que o grau do polindbmio

Fa (/).

Na figura 7, acentuamos que, por intermédio de alguns comandos do CAS Maple, podemos explorar e,
portanto, proporcionar aos estudantes um acumulo de evidéncias particulares que concorrem para o
carater de veracidade da propriedade fundamental generalizada no teorema 8. Na figura abaixo,

mostramos sua implementacao para o calculo do terminante de uma matriz de ordem 20x20.

Para concluir, o Ultimo resultado envolvendo propriedades de divisibilidades, Ronsberger (1985, p. 131)

recorda que o matematico Glen Michel, em 1964, demonstrou o resultado particular para os nimeros de

Fibonacci, indicando por mdc(f,, f,) = f .. - Logo em seguida, apreciaremos sua generalizagdo para

0 caso da classe dos PBF.
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Figura 7. Com o CAS Maple podemos investigar o comportamento particular da fatorizagdo de elementos dos polinémios
bivariados de ordens elevadas.

Coralario 1: Supondo que mdc(x,y)=1e m,n>1 entdo mdc(F, (X, ¥),F,(X,¥)) = Fracmm (X ).

Demonstrag&o: Vejamos considerar d =mdc(m,n) .. F .., (X, ¥) = F, (X, ) e, por definigdo, sabemos

teorema

que d\m < F,(x,y)\F,(x,y) e d \nmgrla F,(x, Y)\F,(X,y) . Mas, por definicao, deve incorrer no
seguinte fato F,(x, y)\mdc(F,(X,y),F,(X,y)). Mostraremos que mdc(F,(x,y),F,(x,y))\F, (X, y). Com
efeito, sendo d =mdc(m,n) entdo, existem Unicos inteiros r,s€Z de modo que r >0,5<0 para
d =mdc(m,n) =r-m+s-n <> mdc(m,n) +(—s)-n=r-m. Ademais, notamos que
Fen (6 Y) = Fogemmyscon (%5 V) = Fagemny (K VP (V) + Y Frmma (% Y (X, y) . Ou ainda, vemos que

(Fn(xy)-y- Foemm1 (% Y) (Fen(xy))= Foomn (% ) F 1 (X, ) . Porém, vemos que
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teorema teorema

d\n & F(x,y)\F,.(x,y) e d\m < F,(XYy)\F ,(Xy). Assim sendo, inferimos que
Fa (6 YY)\ Fraeamn O6 YY) - F g (X Y) Todavia, reparemos que
mdc(F, (X, yY),F .,..(X, ¥)) =1 pois, se ocorresse que

mdc(F, (X, ¥), F .,..(X, ¥)) =F;(X,y) <> D\d,D\-sn+1. Mas, desde que d\n e, dessa forma, por

sn+1
intermédio de uma combinagdo dos termos anteriores, vem que D\d,D\-sn+1, d\n portanto,
D\n,D\-sn+1— D\1. Com isso verificado, retornemos ao caso de

Fd (X’ y) \ Fmdc(m,n) (X’ y) : F—sn+1(x’ y) I:d (X, y) \ I:mdc(m,n) (X’ y) <~ d\ de(m, n) . Segue Y reSU|tad0.

Mais uma vez, com auxilio computacional, podemos obter o comportamento dos seguintes casos

particulares: mdc(F,(X,y), R (X,y)) =ix=F,(X,¥), mdc(F, (x,y),F,(X,y)) =

(-D(x° -5x*y +6x°y* ~y*) = (-1 F,(x, y), mdc(Fg (X, ), Fo (%, ¥)) = X = 2xyi = (=D F, (x, Y),
mdc(F, (X, ), Fs(X,Y)) = X% —4x%yi +3xy4 =(-1)F4X,y) . Aqui, empregamos e avaliamos o maximo

divisor comum das fungdes indicadas e, o valor correspondente, a menos de um constante, fornece um

elemento, cujo indice satisfaz a propriedade indicada no corolario 1.

L,(x,y)=2,L,(x,y)=ix,n=>1

i que é nomeada por
Lo (X y) =ix-L (X, y)+y- L (X y)

Para concluir, trazemos a seguinte definigao: {

Asci & Gurel (2012, p. 2) por Polinbmios Bivariados de Lucas. De imediato, com amparo nos argumentos

anteriores, podemos depreender que L, (X,Y) =a(X,¥)" + S(X,¥)", para n>0 e, assim, vemos

(@" ()= (x.Y)

ainda que F, (1Y) = E 0L _ iy s gy ~L,(xy)-F.(xy). Ora,

O[(X, y) —ﬂ(X, y) 0[(X, y) —ﬂ(X, y)
F
relagao anterior L, (X, Y) :% permitira determinar todos os seus termos a partir da BFCP.

Antes de concluir, com base na relacao algébrica
(=y)" F (% y)==F,(x,y) <> F_(x,y) =—(=y) " F,(x,y) e na ultima representago matricial indicada

Fn+1(X7 y) yFn (X! y)

por Q7 (x,Y) :( F.00Y)  YRL(XY)

j segue que
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. E, a partir dessa matriz,

Q”(x,y)=(F-n+1(X7y) yFn(x,y)j{(y) Focy) (-y) Ry

Fa6y)  YFu(6) | —(—y)"Rxy)  (=y) " FoL(xy)

poderemos determinar expressao semelhante ao que indicamos no teorema 4.

(an+l(x, y) _ﬂn+l(x, y))
Fa(y) _ a(xy)-Bxy)  __ a™(xy)-B"(xY)
(x
(

Para concluir, pelo teorema 1, vimos

Ry (@' xy)-F(xy) ' y)-p(xY)
a(x,y)=p(x.y)

L ﬂn+1(X, y) 1_(13()(' y) jn
an+l(x’ y) a(X, y)

! _[ﬂ(x,y)j": 11 ,Eﬂ(x,y)Jn'
a(x,y) a(xy) \a(xy) a(x,y) a(xy) \a(xy)

BXY) -2y

a(xy) —x*+2y+ ixdy—x*

Para concluir, trazemos ao leitor a definicao abaixo, dada por recorréncia e estudada no ambito da Teoria

N3ao obstante, observemos que

dos Nés, cujo um dos representantes foi o norte americano James Waddell Alexander (1888 — 1921) e,
posteriormente, contou com subsequentes implicagdes do seu trabalho na investigacao desenvolvida por
John Horton Conway (1937 - ?), no ano de 1969 (TASKOPRU & ALTINTAS, 2015, p. 2). E, a partir desta
abordagem, apresentamos nossa Ultima definicdo que registramos no trabalho recente de Taskopri &
Altintas (2015)

o0

n=0"

Definicdo 4: A sequéncia generalizada polinomial {Fn(a, z)} nas variaveis ‘a’ e 'z, dada por
F.(a,z)=a-zF,_,(a,z)+a* F,_,(a,z),n>2, com as condigdes iniciais F,(a,z)=0,F,(a,z)=1.

(TASKOPRU & ALTINTAS, 2015).

Com origem na definicio anterior, podemos determinar que (caso a=1): , f,(2)=z f,(z)=2°+1,

f,(z)=2°+2z, f,(2)=2"+32°+1, f,(z)=2"+32" +Z°+ 3z, etc. Tal definicio envolve a generalizacio

da PBCF e evidencia um campo de aplicagdo fractal com a area de pesquisa nominada de Teoria dos Nos.
Antes de concluir, abordamos um teorema recentemente introduzido no ambito da pesquisa cientifica o

que indica a persisténcia do carater de proficuidade da nocao de funcdo geradora.
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Teorema 9: A fungdo geradora da familia {F,(a,z)}

©
n=

, € descrita por intermédio da seguinte fungdo

A

eradora indicada por a,z)=
g POT G, (2. (22 l1-az-A—-a%-2

. (TASKOPRU & ALTINTAS, 2015, p. 5).

Para concluir, assinalamos que Panwar & Singh (2014, p. 3) comentam a introducdao na literatura da
familia de polindmios bivariados por Mario Catalani, em 2004. Usando a abordagem matricial, “Catallani
obteve uma colecao de identidades envolvendo os polinémios bivariados de Fibonacci e de Lucas”
(PANWAR & SINGH, 2014, p. 3). Todavia, em 2006, sao derivadas propriedades da divisibilidade no
trabalho de Jacob; Reutenauer & Sakarovitch (2006) e que foram discutidas ao longo do texto e,
resumidamente, apresentamos na tabela 1 (linhas 6 e 7). Algumas dessas propriedades, no caso
particular, sao discutidas por alguns compéndios de Histdria da Matematica.

Tabela 1: Quadro esquematico comparativo da SF com o modelo matematico da PBF.

Descricao historica Propriedades dos polinomios bivariados de
Fibonacci
f_a"=p E (xy) (a"(xy)=B"(x.Y))
n =
, B - ” a(x,y) = A%, Y)
Formula fqmeglda por Jacques-Phillipe- Férmula variante de Binnet
Marie Binet (1786 — 1856).
t t
t) = )=— —
90 1-t—t? 90 1-ix-t—y-t
Abraham De Moivre (1667-1754) empregou Funcéo geradora do modelo PBF
a nocao de fungdo geradora ao modelo de
Fibonacci.
11 X y
= X, =
oy o Q[ )
Representacdo matricial estudada em 1960, Representacdo matricial introduzida por Asci &
por Charles King (GOULD, 1981) Gurel (2013).
f,=(D)""f, E (xy)= )
Processo de extensao da SF ao campo dos B (—y)n
indices inteiros discutida por Broussseau Processo de extensdo da SPF ao campo dos indices
(1963) inteiros
fn—l fn+1 - fn2 = (_l)n Fn—l(X’ y) Fn+1(xi y) - I:n (X1 y)2 = (_l)n ynil
Identidade formulada por Doménico Cassini | Foérmula variante de Cassini fornecida por Asci &
(1625 —1712) Gurel (2013).
f,\f, < m\n F.XY)\F (X, y) ©&m\n
Caso de divisibilidade relacionadas com a SF Divisibilidade dos PBF introduzidas por Jacob;
Reutenauer & Sakarovitch (2006)
(fn (X' y)’ fn+l(X' y)) = 1 de(Fn (X! y)’ Fn+1 (X’ y)) = 1
Caso de divisibilidade relacionadas com a SF Divisibilidade dos PBF introduzidas por Jacob;
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Reutenauer & Sakarovitch (2006)

{HO(X, y)zao’Hl(Xv y)za:]_’ {FO(X, y)ZO,Fl(X, y):]_,
Hoa(y)=x-H (x,y)+y-H _,(x,y) Fla(y)=ix-F(x,y)+y-F_(xy)
Polindmios bivariados introduzidos por Forma complexa dos PBF introduzidos por Asci &
Catalani em 2004. Gurel (2012; 2013)

Fonte: Elaboragdo do autor.

Enfim, com arrimo da tabela 1, o leitor podera ser estimulado a desenvolver um entendimento sobre o
processo matematico evolutivo e epistemoldgico, cujas origens remontam a contribuicao de Leonardo
Pisano mas, que todavia, ainda preserva seu vigor cientifico e estimula o interesse hodierno de estudiosos

e especialistas que trabalham com Matematica Pura e Aplicada.

CONSIDERAGOES FINAIS

Neste trabalho discutimos, de modo pormenorizado, determinados resultados e propriedades, sobretudo
teoremas que, de modo geral, recebem pouca divulgacao e publicizagao num ambiente de formacao
inicial e continuada de professores de Matematica. A assunto nominado Funcdes Polinomiais Bivariados
de Fibonacci possui um apelo inexoravelmente histérico e epistemoldgico, posto que, revela uma
dimensdo evolutiva constante de um modelo propugnado, em 1202, por intermédio de um singelo
problema que se apoia na produgao de pares de coelhos mas, que, hodiernamente, revela o entusiasmo

e producdo ininterrupta de artigos cientificos indicadores do estadio atual em termos de invetigagao.

Desse modo, trazemos ao leitor alguns elementos discutidos por Asci & Gurel (2102), cujo tirocinio pode
ser vislumbrado em outros de seus trabalhos (ASCI & GUREIl, 2013) para o caso dos PolinOmios
Gaussianos de Jacobsthal e os Polindmios Gaussianos de Jacobsthal-Lucas que revelam elementos
invariantes, ressignificados a partir de um outro modelo aritmético-algébrico que possuiu seu marco
histdrico inicial inspirador na Sequéncia de Fibonacci e pode ser vislumbrado seus desdobramentos (ver

figura 3).

De modo prosaico, a classe das Fungdes Bivariadas de Fibonacci que discutimos aqui constitui uma
especializagao da classe de funcdes polinomiais de Fibonacci que admitem um processo generalizador e
revelam uma pesquisa atual sobre o assunto (BILGICI, 2014; HARNE & BADSHAH, 2014; SINGH et all.

2014). Por fim, no presente escrito, estabelecemos um contraponto que propugna uma perspectiva de
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investigacao historica que ndo se exime da responsabilidade e o zelo no trato (epistémico) do prdprio

modelo matematico.

E, num sentido contrario ao que perseguimos envidar, registramos um pensamento (perspectivas) que
transforma(m) os conteldos de Histéria da Matematica numa apreciagao meramente retérica, esvaziada
e destituida, pasmem, de uma apreciacao do prdéprio modelo matematico que, em maior ou em menor
substancia, produzem uma concepgao miope do conhecimento matematico (ALVES, 2015; 2016c), posto
gue tendem enfatizar elementos secundarios ou tercidrios, embora acentuem uma aparéncia de
investigagao sistematica. Na figura 8, acentuamos um elemento que constitui para nds o “fio de Ariadne”
para o entendimento do progresso matematico. Na mesma, acentuamos o elemento catalizador a
balizador do progresso que indicamos pela definicdo formal. Assim, acompanhando o periodo temporal
que concorreu para o estabelecimento de definigdes formais e propriedades, adquirimos uma perspectiva
para a generalidade atual do modelo, exclusivamente para a nossa classe particular de fungbes

polinomiais.

LEONARDO PISANO (1170 - 1250) \

/ ERNEST ERICH JACOBSTHAL (1881 - 1965)

EUGENE CHARLES CATALAN (1814 - 1804)

———

— BICKNELL (1970)
SWAMY (1968) [™~~~_ I"\/ BB & PARBERRY (1969)

7 T~

FALCON & PLAZA (2009) SINGH, M. et all (2014)

VOYCE (1959)

ASCI & GUREL (2012)

ASCI & GUREL (2013)

Figura 8. Fluxograma indicativo dos estudiosos do modelo da Fungdes Polinomiais de Fibonacci e seu processo evolutivo
(elaboragdo do autor)

Finalmente, diante de propriedades intricadas e a forma sincopada, costumeiramente enfatizado no

discurso cientifico, trazemos para a discussao determinadas propriedades algébricas e numéricas
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fornecidas pelo CAS Maple, afim de proporcionar um pensamento analdgico e intuitivo acerca de
caracteristicas intrinsecas da classe PBF e que, com arrimo dos teoremas elencados ao decurso do
trabalho, produzem uma compreensdao de um roteiro particular evolutivo e, portanto, progresso

irrefreavel do modelo de Fibonacci.
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