2017 | Volume 14 | N© 1 | Pag. 91 a 111 DOI http://dx.doi.org/10.15536/thema.14.2017.91-111.403

CIENCIAS EXATAS E DA TERRA

Sobre a evolucao matematica, historico-
epistemologica do modelo de Fibonacci: a

THEM A abordagem matricial

On the mathematical, historical and epistemological evolution pf the
fibonacci 's model: the matrix approach

Francisco Regis Vieira Alves!

RESUMO

Este artigo aborda uma tematica que proporciona uma perspectiva epistemoldgica ndo estatica, atinente a um tdpico ou ramo
especifico em Matematica, que representa uma das tendéncias que consubstanciam a evolucdo, generalizacdo e sistematizacdo
do modelo proposto por Leonardo de Fibonacci, em 1202. Seu escopo principal consiste em demarcar elementos que
caracterizam o emprego do modelo matricial, tendo em vista e resolucdo de problemas antigos e outros mais recentes. Dentre
as inimeras vertentes da Teoria dos NUmeros de Fibonacci, a abordagem matricial permite a descricdo de propriedades
inesperadas. Por fim, o escrito busca proporcionar elementos que permitem uma acgdo investigativa, de ordem histérico-
epistemoldgica, num contexto de formagao inicial de professores de Matematica. Ademais, decerto que os elementos de ordem
histérico-matematico-epistemoldgicas apresentados, ao decurso do escrito, se mostram imprescindiveis num ambito da

formacao inicial.
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ABSTRACT

This article discusses a theme that provides a non-static epistemological perspective relating to a specific topic or a mathematical
branch that represents one particular approach that characterize the evolution, the generalization and the sistematization of a
model proposed by Leonardo Fibonacci, in 1202. Its main scope Is demarcate some elements that characterize the use of matrix
model in order and resolution of old and recentes problems. Among the many aspects of the Theory of Fibonacci Numbers, the
matrix approach allows the description of unexpected properties. Finally, the writting seeks to provide elements that allow for a
Investigative action, historical and epistemological order; in a initial training context of mathematics teacher. Moreover, surely
the elements of historical and mathematical epistemological order are presented, troughout the text, in order to show contitute

an essential part of initial teacher training formation.
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1. INTRODUCAO

Torna-se imprescindivel um conhecimento acerca da evolucdo e generalizacao de um modelo matematico
de carater ubiquo, popularmente conhecido como uma descricdo bioldgica da producao de coelhos,
proposto por Leonardo Pisano, em 1202. Dessa forma, tendo em vista uma profusdo de derivagles e
especializacdes do mesmo, sobretudo identificadas mesmo no século XX, restringir-nos-emos ao modelo

estrutural de emprego da abordagem matricial, sob a influéncia das ideias originadas da Algebra Linear.

Por outro lado, diante de uma espécie de “hiato histdrico” (ALVES & BORGES NETO, 2011; ALVES, 2015;
2016a; 2016b; ALVES & SANTOS, 2016) proporcionado pela apreciagao/consideracao da abordagem
tradicional, por parte dos compéndios de Historia da Matematica — HM que, de modo recorrente, costuma
enfatizar o carater ludico do episddio da producdo de coelhos, todavia, acentuaremos a abordagem
matricial para os niUmeros de Fibonacci. Nesse sentido, vale recordar que Stakhov (20053, p. 36) explica
o desenvolvimento da Teoria dos NUmeros de Fibonacci, a partir de uma vertente particular, chamada
em inglés por Q-matrix. E, ao fazer mencao aos criadores de um periddico divulgador da Teoria dos
Numeros de Fibonacci, intitulado 7he Fibonacci Quarterly, publicado pela primeira vez em 1963, acentua
que Verner E. Hoggat (1921 — 1981) contribuiu decisivamente para a evolucao do abordagem matricial
e sua intensa publicizacao no /ocus cientifico e no ambito da pesquisa em torno do modelo de Fibonacci
(BICKNELL, 1987).

Dessa forma, com o escopo de delinear um periodo histdrico que constitui a evolucao de outro ramo
particular e especifico originado da Sequéncia de Fibonacci — SF (ALVES, 2015; 2016a; 2016b),
mostraremos varias propriedades inferidas e a correspondente validez garantida pelo modelo matricial,
recorrentemente desconsiderado pelos livros de HM (BOLL, 1968; ESTRADA et all, 2000; EVES, 1969;
GULLBERG, 1997; HERZ, 1998; HUNTLEY, 1970). Ademais, nossa perspectiva, de ordem historico-
epistemoldgico se coaduna com o ponto de vista de Nobre (2003) e assume o processo de investigagao
histdrico-epistemoldgica imprescindivel na formacdo inicial de professores de Matematica (BARONI;
TEIXEIRA & NOBRE, 2011).

Com origem nesses argumentos preliminares, estabelecemos a seguinte questao de investigagcao: que
elementos podem ser promovidos, num contexto de investigacdo histdrica, afim de proporcionar aos
estudantes e futuros professores de Matematica, concepgdes nao estaticas e em evolucdo constante a

respeito do modelo da Sequéncia de Fibonacci e sua correspondente generalizacdo?
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Dessa forma, perseguiremos responder, pelo menos, provisoriamente tal questionamento, por intermédio
da escolha de elementos pertencentes ao ambito da Algebra Linear, no sentido de indicar a generalizacdo

da sequéncia numérica original, apresentada nos livros de HM, como:
(fo)e $(1:1;2:3;5;8;13;21;345..)

(fi)y @ (-—2113-85-321-1,0,1;1;2;3;5;8;13;21;34;.... )

E, diante da profusdo de formas de introdugao dos conteidos de HM em sala de aula, optamos por
enfatizar seu uso didatico e aprimoramento profissional dos professores (MOREY, 2013, p. 80), bem como
o entendimento das maneiras idiossincrasicas implementadas por matematicos profissionais no sentido
de erigir suas teorias (ARCAVI & ISODA, 2007; FAUVEL & VAN MAANEN, 2000).

Na préxima secdo, abordamos elementos hodiernos e de profundo interesse pelos pesquisadores, no que
concerne as potencialidades da aplicacao de matrizes, estabelecendo, de modo concomitante, um
contraponto com outros trabalhos académicos relacionados com o modelo de Fibonacci, e que

apresentam producao e divulgacdo ha algumas décadas atras.

2. SOBRE A EVOLUGCAO DO MODELO DE FIBONACCI

In primu impetu, comentaremos o procedimento do calculo do determinante da seguinte matriz
f -1
f
f

n+1_1 f
21 fn+3 -1, para N20, Ora, sem maiores delongas, seu desenvolvimento é indicado, por meio de
1 f

f n+2
n+l 1 f
-1 fn+3 - nd

operagoes elementares entre as linhas da matriz correspondente. Com efeito, vemos

fn -1 1:n+1 -1 f 1:n -1 1:n+1 -1 1:n+2 -1
det fn+1 -1 fn+2 -1 fn+3 ~1|=det fn+1 -1 1:n+2 -1 n+3 -1
f -1 fn+3 -1 fn+4 ( fn + fn+l) -1 (fn+1 n+2) -1 (fn+2 + fn+3) -1
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fn -1 fn+1 -1 fn + fn-f-l -1 fn -1 fn+l -1 +1 fn n+l 0
=(et| f,-1 f ,-1 f +f ,-1|=det/ f -1 f ,-1 +1|=det/f, f., O |=
1 1 1 1 1 -1 1 1 -1

=—f,f,, +0+0-0-0+0— 2 =(f,f,,— 2 )=(-D"n>0.

n n+2 n+l n

Ou seja, empregando a identidade de Cassini, verificamos uma propriedade relacionada com a forma
matricial, cuja descricdo pormenorizada por ser apreciada em Martinjak & Urbiha (2015). O elemento
inesperado aqui diz respeito da obtencao da respectiva identidade, a partir de um determinante 3x3.

Doravante, nossa perspectiva, consiste em contrastar resultados indubitavelmente recentes, e que ainda
preservam o interesse atual de especialistas, como outros elementos constituintes da abordagem
matricial mas, que, observamos seus rudimentos nas décadas de 60 e 70 (GOULD, 1981). Antes, porém,

cabe assinalar que a identidade usada anteriormente, indicada por ( f f  —f2

n+l "n-1 n+1

) = (-1)" demonstrada

de modo aparentemente independente, cuja autoria é atribuida a Robert Simson (1687 — 1768), em
1753, enquanto que, por outros autores, recebe o epiteto de identidade de Cassini, em homenagem ao
matematico Geovani Doménico Cassini (1625 — 1712), como sublinha Koshy (2007, p. 134), e que
demonstrou-a em 1680. Outrossim, a mesma identidade pode ser generalizada, no caso em que lidamos
com a k-Sequéncias dos nimeros de Fibonacci (BOLAT & KOSE, 2010) e ainda outras versdes podem ser
encontradas (VOLL, 2010).

3. ASPECTOS HISTORICOS E EPISTEMOLOGICOS RELACIONADOS COM A ABORDAGEM
MATRICIAL

Apesar de nao receber uma atencao e publicizagao adequada no contexto académico, na medida em que
direcionamos um olhar para a formacao inicial de professores, a evolucdo do modelo da sequéncia de
Fibonacci admite variadas especializacdes (ALVES, 2015), posto que, temos registrado que matematicos
profissionais, sobretudo, depois dos anos 60, que buscaram intensificar esforcos, com o emprego de
diversificados instrumentos de ordem tedrico-conceitual, tendo em vista tanto a identificagdo,

formulagao, bem como a resolugao de problemas originados na referida generalizagao.

Na vertente de nosso interesse, no presente escrito, trazemos o emprego do instrumento conceitual de

natureza matricial. Constatamos, assim, discussdes de propriedades das décadas passadas (BASIN &
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HOGGAT, 1972; BICKNELL & HOGGATT, Jr., 1963; BICKNELL, 1965; ERCOLANO, 1976; HOGGAT. Jr. &
BICKNELL, 1973; WALTON & HORADAM, 1971), como outras, de ordem bastantes atuais (BASU & DAS,
2014; NALLI, 2006; NALLI & HAUKKANEN, 2009; PRASAD, 2014), que indicam um vigor preservado do
modelo de reproducado de pares de coelhos.

Por exemplo, num manuscrito da década de 70, Basin & Hoggat (1972, p. 19), consideram as seguintes

N N AN AN A |
matrizes ¥ = 1 0l” f1 fo e 11 17 fz fl . Observam que seu determinante vale

exatamente -1, e que podemos depreender que Q" =Q"-Q, identidade matricial que permite

f

. . . ~ . (n) _ fn+1 n
inferir, por inducao matematica, que Q"= f f

] e, nesse Ultimo caso, podemos encontrar que
n n-1

f f
det( ;*1 f” J:detQ”:detQ-detQ---detQ:(—l)”
n-1

n

=(-DEDED - () =(=D)" (LIMA, 2011, p. 262).

n vezes

Em Bicknell & Hoggat (1972, p. 19) comentam que, com origem na identidade matricial acima que

indicamos por Q" =Q"-Q, podem escrever a igualdade:
Q(n) .Q(n+1) — fn+1 fn fn+2 fn+1 — fn+1 fn+2 + fn fn+1 fn+12 + fn2 . E, ainda que
fn fnfl fn+1 fn fn fn+2 + fn—l fn+1 fn fn+l + fn—l fn
f f
QM .QMmH =M :( fz”*z 2“”), Bicknell & Hoggat concluem, empregando a igualdade entre
2n+1 2n

matrizes, que f,., = fn2+1+ fnz. Indicam outras identidades, oriundas da mesma propriedade, descritas
pelas  seguintes  identidades: fonie = T fro + T g, fonn = Tofoo + foa fi,

f, = f,f.+ T, T, comindice inteiro positivo.

Pouco mais adiante, Bicknell & Hoggat (1972, p. 20) recordam a equacao X2 = X+1, com x e IR. Ora,
com origem nos argumentos de Algebra Linear, estabelecemos Q(Z) =Q+| ou Q(Q - |) =1 e, por
induco, segue que Q™2 =Q" +Q | Bicknell & Hoggat expressam a seguinte identidade
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Q(")=Q'fn+|-fn_1 que pode ser verificada também por indugdo. Com efeito, vejamos que

o (1) (f f f, f 10 _ _ .

Q¥ = = = 1+ 0=Q-f,+1-f,. E, ao assumirmos o passo de indugdo
10 f. 1 £, 1 01

matematica obteremos, entdo que: Q™ =Q® +Q" Y =

=Q-f, +1-f )+@Q-f +1-f,)=Q-(f +f )+1-(f +f ,)=Q-f ,+1-f . Assim,

: — , 1
podemos escrever a seguinte combinagdo de matrizes Q" =Q- foa+1-1.

L (0 1Y (f, f
Vale comentar ainda que Q"= = , aonde, usamos que
1 -1) | f f,
0 1 0 . 1L
Q =1I1-= 0 1 ,Q :(Q) . No caso particular, podemos determinar ainda que

Q7= 1 -1 Q%= -1 2 0 = 2 -3 o 2 -3 etc
-1 2)° (2 3)'° (3 5) % |83 5)°7
Ora, da igualdade anterior, imediatamente, estabelecemos a seguinte igualdade

f—n+1 f—n _ 1 fn—l _fn _ 1 fn—l _fn .
f f _detQ” —f _(_1)n ff ) E, assim, comparando os termos

-n n+1

correspondentes da 12 linha e 12 coluna, inferimos que f_, =(-1)""-f =(-1)""-f_, para todo inteiro
positivo n >0 e, agora, poderemos denotar ( fn )nez que constitui uma extensao da SF (ALVES & BORGES
NETO, 2011; ALVES, 2016b).

Bicknell & Hoggat (1972, p. 29) estabelecem por indugao que
(1+Q+Q*+Q°+---+Q")-(Q-1)=Q™ —1. Ora, desde que, a expressio (Q—1) admite a seguinte

matriz inversa, que indicaremos por (Q—1)7".. (1 +Q+Q* +Q>+---+Q")
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—(Q"—1)-(Q-1)". Reparemos, todavia, que (Q-1)"=Q, ainda ocorre que
| + (Q+Q2 +Q3 +---+Q") = (Qn+1 -1)-Q= Qn+2 —Q. Ora, decorre, imediatamente, a seguinte

identidade matricial (Q + Q2 +Q3 +-- '+Qn) = Qn+2 - (Q +1 ) = Qn+2 —Q2 .

n n+ fn+ fn+ 2 l
Mas, com arrimo na igualdade (Q+Q2+Q3+---+Q )=Q Z—sz(f 8 f 2)_(1 J
n+2

n+l

f.-2 f -1 . i . .
:[ n3 . f“*z ] Enquanto que, ao inspecionarmos o comportamento da seguinte soma de matrizes

N+l

f

: i_ 1 2 3 ny _ f2 fl f3 fZ 4 f3 fn+1 fn _
20 =Q Q7 +Q Q") = A N A R L T A

n n-1

-2 f -1
. fn+2 1] podemos ver que, nas posigdes correspondentes a

n+1

n+3

f

>n oS

28 linha e 12 coluna, ou 12 linha e 22 coluna, ocorrera a seguinte igualdade

> Zf _[f

n+2

fl + f2 + f3 +eeet fn = fn+2 - f2 = fn+2 —1, discutidas em poucos livros de HM (HUNTLEY, 1970),

todavia, com outra forma de abordagem, distinta da anterior. Outras identidades comentadas por Koshy

(2001) e que foram descobertas pelo matematico francés Francois Edouard Anatole Lucas (1842 — 1891)

como, por exemplo: Z f,="f,.,—1, para nelIN; z f,,.,=T1,,, para nelIN; Z fe=f .f

i=0 i=0 i=1

n+17

para n e IN. Podem ser derivadas empregando-se 0 mesmo argumento.

E, ainda com auxilio das expressdes que indicamos nos paragrafos anteriores, notamos que

Q" =(Q?) =(Q+1)’ eoreme Zn:(_nj-Q‘-l“‘zznl(hj-Q‘- Por outro lado, recordando que
binomial’ =0 \ ! i=o\!

f2n

n

n
], concluiremos que f, = [_J-fi. E, logo em seguida, usando que

Q(Zn) :[ f2n+1

f2n on—l i=0

n(n ) " n )
QP.-Q*" =Q° Z( ]-Q' = Z[I J-Q'*p,n >0 e P inteiro, Bicknell & Hoggat (1972, p. 30) indicam a
i=0

i—o \
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-~ . L , : (N “r
descrigao, em termos de coeficientes binomiais, do termo de Fibonacci f, . = Z(I J f.,,e'p
i=0

inteiro qualquer.

Mas, antes de prosseguirmos, vale comentar que Huntley (1970) coloca um problema de ordem histdrica
gue consiste em determinar uma sequéncia numérica (an )EIN’ que é tanto geométrica como aditiva.

Huntley demonstra resposta afirmativa para o problema, ao fornecer a seguinte sequéncia:

1+4/5
(1,¢,¢2,¢3,...,¢”,-~-) , aonde ¢=T. Ou seja, o problema admite uma Unica solugdo. Ndo obstante,

quando levamos em conta a abordagem matricial e, empregando algumas propriedades elementares

utilizadas por Bicknell & Hoggat (1972), podemos verificar que existem infinitas solugdes!

X
Com efeito, na linguagem matricial Ercolano (1976), busca determinar as matrizes A:[ y

], de modo
u v

2 X y\x y) (xy 10 . .
que A=A+1 & = + 0 1) E, pouco mais adiante, Ercolano (1976, p. 419)
u vjlu v u v

. Nao nos

. . X+y-Lu=0 x*—x—-1+yu=0
desenvolveu pormenorizada analise dos sistemas {( y-1) o { y

vZi—v-1+yu=0 [(Xx+v-1)y=0
deteremos aqui em seus resultados, entretanto, no caso particular de y =0, Ercolano encontrou, como

possiveis solucdes do problema anterior, o conjunto das seguintes solucdes dadas por:

B Rl e

Por outro lado, o modelo matricial permitiu a obtengao de resultados distinguidos e extensdes do préprio
conceito de sequéncia numérica de Fibonacci, originalmente concebido no campo do inteiros positivos
mas, que, vale para todos os inteiros. Com efeito, em Hoggat & Bicknell (1973) definem

{fo(X) =0, f,(x) =1 f,(x) =x

, homeada de Sequéncia Polinomial de Fibonacci — SPF.
fn+2 (X) =X- fn+1(X) + fn (X), n=0

. « . x 1) (f,(x) fi(x
Semelhantemente ao caso anterior, empregam a representagao matricial Q, = 10 = £ f() ,
1 0
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responsavel por gerar todos 0S elementos que listaremos em seguida:

f(x), £,(%), f,(X), f,(X), f,(), F.(X),-..r..., £.(0),....

Ora, vemos que szz[x 1)[)( 1]:[X2+1 Xj:[fS(X) fz(x)j. Ora, ao indicar que an:[fm(x) f”(x)]
1 0/{1 0 x 1) (L) f,(x) fx) f..x

(passo indutivo) e, repetindo um raciocinio passado, constatamos também

Q2n+1 — an 'Qzl — [ fn+l(x) fn (X) ][X 1] — (anﬂ(x) + fn (X) fnﬂ(x)jdeﬁn:igéo[ fn+2 (X) fn+1(x)j , n 2 0 e decorre
fn (X) fn—l(x) 1 0 an (X) + 1:n—l(x) fn (X) SPF fn+l(X) fn (X)

semelhante ao caso anterior.

Hoggat & Bicknell (1973) observam ainda que

Q2m+n — ( fm+n+1(x) fm+n (X) j — szan — ( fn+1(X) 1:m+1(x) + fn (X) fm (X) fn+1(X) fm (X) + fn (X) fm—l(x)

J, tal igualdade é
frn(X) o 2(X) f,() . )+ 00, (x) f.0)f,(x)+f, ,(X)f, (X

suficiente para garantir que .. (X)=f (). (X)+f (X)f, ,(X), para ¥xeIR. Para concluir esta

p+q p

secao, recordamos a seguinte descricao matricial A:(
p

j, cujo determinante possui o seguinte

comportamento det A= det A=(p+q)q—p>=9°+ pq—p°=—(p*-pg—q°)=—d =(-1)'-d, em
que d=(p*—pg—9?), da maneira assumida por Walton & Horadam (1971, p. 265). Ora, é facil verificar

p+q p
q

Hn+2_Hn+l_Hn =0

H,=q,H,=p,nez’

que, no caso de p=f,q=f,, estabeleceremos que A:( j:Q. Mas, Walton & Horadam

consideram a seguinte relagcao recursiva: { Decerto que

pr_[2P°+2pa+a’ pi2pa) o[ P 3pat+q’  3pfa+3pate29” )
p*+2pq  p°+q’ 3p°q+3pq’ +20°  p°+3pq+6py’° +3q°)"

Acentuamos que o caso anterior, mencionado por Walton & Horadam, constituem um caso particular de
sequéncias recorrentes. Com efeito, conhecemos a generalizacdo matematica da nocdo de Sequéncias
Homogéneas Recorrentes Lineares — SHRL e que, quando munimos o conjunto de todas as sequéncias,
de uma certa ordem, produzimos um espaco vetorial (KAUERS & PAULE, 2011, p. 67). Com arrimo de

um sistema notacional moderno, escrevemos .., +C,,a ., ,+C & . ,++Ca ,+Ca =0, com

29
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¢'selR e n>0, ¢,#0. Com sustentagdo desse modelo, poderemos conceber sequéncias Tribonacci,

Tetrabonacci, Pentanacci, Hexanaccci, etc. (ALVES, 2013; 2015; BROUSSEAU, 1967; PARKER, 1964).

Na proxima secdo, empregamos um caso particular, na medida em que escrevemos

t..—t.,—t., —t =0, chamada de Sequéncia Tribonacci - ST. E, com esta tematica, Hoggat, Jr. &

n+3 n+2

Bicknell (1973) discutem a versao polinomial da ST, propugnando que:

{t1(x)=to(x):o,t1<x):1,tz(x)=x2

) . Nomeada por Sequéncia Tribonacci Polinomial — STP. Ora, os
t () =x"-t ,(X)+x-t ,(X)+t,(X)

o O

x? 0

autores fornecem a seguinte matriz Q,(x) =| X 1 | geradora dos elementos que indicamos, de
1 0

modo recursivo, na definicdo passada, enquanto que, Stakhov (2005a, p. 275) assinala que a matriz

110

Q;=|0 0 1| permite descrever os elementos da Sequéncia Numérica de Tribonacci que, em termos
100

numéricos, € indicada por Feinberg (1963, p. 71), logo abaixo, para seus valores iniciais.

1, 1,2, 4,7, 13, 24, 4, 81, 149, 214, 504+

Figura 1. Feinberg (1963) discute propriedades da Sequéncia Tribonacci

No préximo segmento, discutiremos alguns resultados recentes discutidos em artigos especializados da

area, envolvendo as representacdes matriciais de ordem 3x3.

4. ALGUNS RESULTADOS E PROPRIEDADES RECENTES DISCUTIDAS NA LITERATURA

Nessa secao evidenciaremos resultados recentes e intimamente relacionados com alguns elementos
discutidos nas secOes anteriores. Com efeito, contatamos muitos escritos académicos da década de 70 e
80 (BROUSSEAU, 1974; GOULD, 1981; MOZINGO, 1974), que propugham as potencialidades da
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descricdo e evolucao de instrumentos matriciais para o ataque de antigos e histdricos problemas
relacionados com o modelo de Fibonacci. Por outro lado, em outros artigos (BASU & DAS, 2014; NALLI,
2006; PRASAD, 20014; STAKHOV, 2005b), constatamos implicacdes e desdobramentos de tal abordagem
em outros ramos do conhecimento matematico (PRASAD, 2014; WANG, 2010).

Por exemplo, podemos formular questionamentos sobre algumas propriedades, num contexto matricial.
11T (4 L+t

Nesses termos, Basu & Das (2014, p. 2) escrevem M=1 0 0|=|t, t+t, t | e, decerto que, podemos
010 (t t+t, t

111
determinar detM =det| 1 0 0|=1. Ora, podemos ainda inferir o comportamento particular de sua matriz
010
01 0 t -t t, tt, —tt t7 -t
inversa que indicam M™*={0 0 1 |= t-tt, tt, —tt, t,?—tt, (BASU

0 -1 -1) (tbt+tt,—t7—tt t7>+tt,—tt,—t t tt+tt —t7-tt,

0 1 O
& DAS, 2014, p. 4). E, verificamos, ainda, que detM *=det/0 0 1 |=1. Agora, poderemos
0 -1 -1

investigar e compreender o comportamento do modelo matricial, na medida em que, aumentamos as
poténcias das matrizes que determinam o modelo da Tribonacci, isto &, sequéncias recorrentes definidas

a partir de trés termos antecessores, que indicamos na secao passada por

tn+3 _tn+2 _tn+1 _tn = OI com n>0.

2 21 t, t+t, t
Com efeito, podemos verificar, de modo semelhante, que m2={1 1 1|= t, L+t t,|..detM?=1
1 00 t, t+t, t

. E, no caso da sua matriz inversa, podemos perceber o que ocorre com 0 aumento de suas poténcias

0 0 1 t22 _totz tots _t1t2 tzz _t1t3
MZ=| 1 -1 -1|==| t2-tt, tt, —tt, t7-tyt, c.detM? =1
-1 2 0 b+t -t —tt, t2+tt—tt, —tt, tt, +tt, -ttt

Com origem nos resultados preliminares, vejamos o seguinte teorema.
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Teorema: Sendo (t,) . , podemos ver que

tn+2 tn+1 + 1:n 1:n+1 1 1 1
(I) M "= 1:n+1 tn + tnfl tn ! aonde M=1200 ’ (”)
t, t,+t , t 010
tn—l2 _tn—ztn tn—2tn+1 _tn—ltn tn2 _tn—ltn+1
M™ = tn2 _tn—ltn+1 tn—ltn+2 _tntn+1 tn+12 _tntn+2 ’ aonde
tn—ltn+l +tn—2tn+1 _tr? _tn—ltn tn2 +tntn+l _tn—ltn+2 _tn—ztn+2 tntn+2 +tn—ltn+2 _tril _tntn+1
0 1 O
M*=0 0 1|en>0.
0 -1 1

Demonstracdo: Pelo que vimo ha pouco, o resultado ocorre para =1 e n=2. Logo, assumindo o

.+t ot 11 1
t+t . t |-{1 0 0l=

n

t
passo indutivo, vemos que M"™M=M"M =| t

n+2 n+1

n+1

t, t,+t ., t. )0 1 0

n n

tn+2 + tn+1 + tn tn+l + tn tn+1 tn+3 tn+2 + tn+1 tn+2
= tn+1 tn+1 + tn tn+1 = tn+2 1:n+1 + tn tn+1 ’ n= 1
tn + tnfl + tn72 1:n + tnfl + tn72 tn 1:n+1 tn + 1:nfl 1:n

E, relativo ao item (ii), ja vimos que n=-1 e n=-2. Mais uma vez, Basu & Das (2014, p. 7) recorrem

ao passo indutivo, e escrevem:
tn—l2 _tn—ztn tn—ZtrHl _tn—ltn tn2 _tn—ltn+1 0010
M R MM~ = tn2 _tn—ltn+1 tn—ltn+2 _tntn+1 tn+12 _tntn+2 001
tn—1tn+1 +tn—2tn+1 _trf _tn—ltn tn2 +tntn+1 _tn—ltn+2 _tn—ztn+2 tntn+2 +tn—1tn+2 _t|3+1 _tntn+1 0 -1-1
2 2
tn - tn—ltn+1 tn—ltn+2 _tntn+1 tn+1 _tntn+2
2 2
= 1:n+l _tntn+2 tntn+3 _tn+1tn+2 tn+2 _tn+1tn+3 N> 0.
2 2 2
tntn+2 + tn—1tn+2 - tn+1 - tntn+1 tn+1 + tn+ltn+2 - tntn+3 - tn—1tn+3 tn+1tn+3 + tntn+3 - tn+2 - tn+1tn+2

Por fim, Basu & Das (2014, p. 9) enunciam o seguinte lema.
Lema: (1) M" =M™ +M"2+M™%; (2) M*M' =M'M* =M*; (3) det(M“) =1,
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t,.,+t, ot

tn+2 n+1 n+1
Demonstracdo: No caso do item (1), vemosque M " =|t ., t +t t, |=
tn tn—l + tn—2 tn—l
tn+1 + tk + tkfl (tn + tkfl + tk72 ) + (tnfl + tk—2 + tkf.?;) tn + tkfl + tk72

=| ,+4,+t, (tn—l +t ., +tk73)+ (tnfz +1t, 5 +tk74) L +h,+t
Lo +h .+t (tn—2 +1, 5 +tk—4)+(tn—3 +t,_, +tk—5) Lo+t s+t ,

Lo+t +t, (t, +t )+t o+t )+, +t 5) t,+t.,+t .,
t, -+t ,+t , o+t )+ s+t )+ s+t ) t i+t ,+t
to+th o+t G+t )+, +t )+, +t ) t,+t s+t

ta (tn + tk—l) t, t, L+t t, t, Lo+t to,
=| t, (tn—l + tkfz) Gy [H Gy G+t G, |+t to+t , G, |=
tn—l (tn—2 + tk—3) tn—2 tk—2 tk—3 + tn—4 tk—3 tk—3 tk—4 + tn—5 tk—4

=M""+M"?+M"3, para todo n>1.

111

No caso do item (3), recordamos que detM =det|1 0 0 |=1 e, assim, quando desejamos avaliar
010

detM* =det(M ‘M ---M):detM ----detM =1-1---1=1. E, deixamos para o leitor a verificacdo do item

k vezes

(2), com origem nos argumentos matriciais discutidos na segao anterior. Os resultados anteriores podem
ser relacionados com um manuscrito da década de 90, em que Reiter (1993) discute formulas de redugao

e de identidades matriciais.

Mas, retomando a definicdo da forma matricial relacionada com a SPF, poderemos instigar um exercicio

X*+x x2 1 X¥+2x°+1 x'+x X
investigativo ao avaliar que: Q> =| x*+1 x 0|, Q’=| x*+2* x*+1 x |, ....E, de modo similar,
x? 1 0 X" +x X 1
. . 2 3 4 5 n ~
podemos avaliar a lista: Q;,Q5”,Q;",Q5”,...,Q5",... . e compreenderemos suas formas de obtengdo

observando a fig. 2.

103



Revista Thema
2017 | Volume 14 | No 1

Tribonacei Polynomials Tribonacci Coefficient Array
'1-1{5{} — J_ 1
Talx) = x2 1
Tslx) = xt + x 1 1
1
Ty lx) 1
T 5} 1
1 1
Tgix)
1
T lx) - 6x8 + 10x% + Tx? + 1
Tglx) = xM¥ + 6x!! + 15x% + 16x% + 6x?

Figura 2. Hoggat & Bicknell (1973) discutem a generalizagdo matricial dos nimeros da Sequéncia Tribonacci Polinomial — STP

Por outro lado, retomando a definicao de STP, elaborada por Hoggat &Bicknell (1973), deparamos a

seguinte matriz de ordem ‘3, indicada por
T (%) T.(x) T..(¥)

QW = X T, () +T,,(X) X-T,(X)+T,,(x) x-T,,(X)+T,5(X) |, que pode ser verificada, de
T.(%) T,..(x) T..(X)

modo semelhante, por indugao matematica.
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Figura 3. Com o CAS Maple podemos obter poténcias elevadas da matriz geradora da STP (elaboragdo do autor)
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Enfim, semelhantemente ao entendimento empregado por Alves (2014, p. 47), a tecnologia proporciona
um entendimento heuristico da evolucdo dos conceitos cientificos matematicos e, de modo particular,
com o dominio de uma sintaxe introdutéria do CAS Maple (ver figura 3), poderemos instigar os
desdobramentos dos resultados discutidos nas secdes passadas no contexto computacional (ALVES,
2014) e a testagem no caso de outras SHRL's. E, na figura 4, divisamos a extensdo e descricdo da

Sequéncia Tribonacci para o campo dos nimeros inteiros, isto €, os termos presentes em (tn )nez. Em

termos matriciais, podemos investigar a descri¢do de matrizes do tipo Q, ™ (x), todavia, com o suporte

computacional.

k10 -9 -8 -T -6 -5 -4 -3 -2 -1 0123456 7 8 910

-
I

> 8 4 1 -3 2 0 -1 1001124715 24 4 &l

Figura 4. Basu & Das comenta a evolugdo dos processos matriciais e indica propriedades relacionadas com a sequéncia
Tribonacci, para indices inteiros

Concluindo, defendemos posigao veemente de que os elementos discutidos até aqui permitem estimular
concepgdes adequadas para os nossos estudantes, num ambito da formacao inicial. Assim, respondemos,

embora provisoriamente, a nossa questao de investigacao, declarada na introducao.

5. CONSIDERAGOES FINAIS

Nas secOes passadas, constatamos as potencialidades da abordagem matricial, no sentido de
obter/demonstrar resultados classicos, que constituem elementos derivados do modelo, originalmente
concebido por Leonardo de Fibonacci e significado a partir de um modelo bioldgico de reproducao de
coelhos imortais (ALVES & BORGES NETO, 2011; GULLBERG, 1997). Por outro lado, a observancia de
elementos relativamente atuais, no ambito da abordagem matricial, bem como outras abordagens,

revelam que seu vigor cientifico de evolucao se mostra indene ao passar dos séculos.

Propugnamos, ao decorrer do escrito, a constatacao da verificacao/demonstracao do alguns resultados
classicos, no que Koshy (2011) e Stakhov (2005a; 2009) denominam de Teoria dos NUmeros de Fibonacci,

bem como, roteiros alternativos de demonstragao, com o emprego de propriedades, relativamente

105



Revista Thema
2017 | Volume 14 | No 1

basicas e acessiveis num contexto de formacdo inicial de professores, tendo como escopo a sua

generalizacao e abstracao.

Por outro lado, os manuscritos explorados no decurso do presente escrito podem assumir o papel de

fontes histdricas, na perspectiva de Morey (2013) e, dessa forma, auxiliar os processos de ensino e

aprendizagem, num ambiente de formacdo inicial de professores de Matematica, posto que, sdo

instigados e discernir/compreender o carater ubiquo da Sequéncia de Fibonacci e a generalizagdo deste

modelo em varios outros ramos da Matematica abordada na academia, sobretudo a Teoria da Matrizes,

que se mostra ainda atual (STAKHOV, 2009).

Por fim, ainda com o intento de responder ao questionamento formulado na introdugao, indicamos aqui

alguns elementos tedricos que detém o potencial de impulsionar um ambiente cientifico afetado pelo

interesse historico-matematico-epistemoldgico em foco, a saber (ver fig. 5)

a_-~¢_.a_.+C¢_.a

O' 1) e e e
—
-'- '

=01,

-

+eered, +c,a, =0

SEQUENCIA DE FIBONACCI

t), (e

\SEQL'EHCIA TETRANACCI

0.°.0,.0,".0 0
() (1515253:5:8513;215 345, )

0" () SEQUENCIA TRIBONACCI |
. 10

JENCIA HEXANACCI T
SEQL Sy (). (0. [y Jy (0. S (2. Qd= x 01
PR | e

{08,001 2 SEQUENCIA PENTANACCI

Figura 5. RelagOes tedrico-notacionais proporcionadas com a generalizagdo do modelo (elaboracdo do autor)

0] o entendimento da evolugao constante do modelo de Fibonacci condicionado pela evolugao

de um sistema notacional e simbodlico;
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(i) o entendimento das imbricacdes com outros ramos especializados em Matematica Pura (Algebra
Linear, Teoria Combinatdria, Teoria dos NUmeros, Teoria dos NUmeros de Fibonacci, Sistemas Dinamicos,

etc);

(iii) descricOes e ressignificacdes do modelo histérico com o arrimo na tecnologia atual (ALVES, 2013;
2014; 2016a; 2016b; 2016c);

(iv) adaptacoes metodoldgicas de modelos matematico-formais que extrapolam um contexto de
formacdo inicial de professores de Matematica.
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