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RESUMO

Os nUmeros racionais sdo trabalhados na Educacdo Bésica, porém se questiona qual o lugar
gue ocupam nos cursos de licenciatura e qual abordagem é dada quando esse conteldo é
ministrado para futuros professores de matematica. Nesse contexto, o objetivo do trabalho é
investigar como os principios da teoria dos Trés Mundos da Matemética, preconizada por David
Tall, podem sustentar uma proposta de formacao de futuros licenciados em matematica sobre
conceitos relacionados aos numeros racionais e perceber quais resultados a proposta produz
nas aprendizagens desses conceitos. Os sujeitos desse estudo sao oito estudantes de um Curso
de Licenciatura em Matemadtica. Essa pesquisa é qualitativa, sendo organizada com base em
uma sequéncia de ensino fundamentada na teoria escolhida. Além do auxilio na construcao das
tarefas, a teoria também foi utilizada nas andlises dos dados, os quais foram coletados por
meio das producdes dos estudantes. Com os resultados, percebeu-se que a maioria dos
estudantes teve suas producdes com caracteristicas do Mundo Simbélico, com indicios do
Mundo Formal, ilustrando, assim, a importancia da construcdao axiomatica dos numeros
racionais na formacdo dos estudantes.

Palavras-chave: Ensino; aprendizagem; formacao de professores.
ABSTRACT

Rational numbers are taught in Basic Education, but the question is what place they occupy in
undergraduate courses and what approach is taken when this content is taught to future
Mathematics teachers. In this context, this work aims to investigate how the principles of the
theory of the Three Worlds of Mathematics, advocated by David Tall, can support a proposal for
educating future Mathematics graduates on concepts related to rational numbers and to
understand what results the proposal produces in the learning of these concepts. The subjects
of this study are eight students from a Mathematics Undergraduate Course. This is a
qualitative research, based on a teaching sequence founded on the chosen theory. In addition
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to assisting in the construction of tasks, this theoretical framework was also used in the
analysis of the data, which were collected through the students' productions. With the results,
it was noticed that most students had characteristics of the Symbolic World in their
productions, with some evidence of the Formal World, thus illustrating the importance of the
axiomatic construction of rational numbers in the students’ education.

Keywords: Teaching, learning; teacher education.

1. INTRODUCAO

Os numeros racionais sao estudados desde os anos iniciais da Educacdo Basica e
ocupam um lugar de destaque nos curriculos de matematica das escolas. Porém, nos
cursos de formacao de professores de matematica, esse destaque, em geral, nao é
dado e, frequentemente, esse estudo se restringe a uma pequena parte de uma
disciplina que, geralmente, aborda varios outros assuntos relacionados a Teoria dos
NUmeros.

Nessa direcao, destacamos a pesquisa de Elias, Savioli e Ribeiro (2017), a qual
apresenta uma analise documental de alguns cursos de Licenciatura em Matematica
abrangendo todas as regides do pais, com o objetivo de investigar qual é o espaco
dado aos numeros racionais nos curriculos desses cursos. Como resultado desse
estudo, os autores perceberam que a maioria das instituicdes pesquisadas da grande
importancia para o conteudo de estruturas algébricas na formacao de professores em
detrimento da Teoria de NUmeros. Por outro lado, em muitos casos, os ndmeros
racionais sao tomados como ja conhecidos pelos estudantes, e seu tratamento nao é
priorizado ao longo do curso, e, ainda, muitas vezes, esse assunto é trabalhado
apenas como exemplo de estrutura e nao como foco de estudo. Os autores ressaltam
gue essas constatacdes sugerem uma mudanca nos curriculos de formacgao inicial de
professores, sendo necessaria a abordagem dos numeros racionais como objeto de

estudo.

Concordando com as evidéncias do quao importante é trabalhar com esses conceitos
nos cursos de formacao inicial de professores de matematica, é que propomos uma
pesquisa em que o objetivo foi saber como os principios da teoria dos Trés Mundos da
Matematica, preconizada por David Tall, podem sustentar uma proposta de formacao
de futuros licenciados em matematica sobre conceitos relacionados com os nimeros

racionais, com énfase nos conceitos ligados a equivaléncia, e perceber quais
resultados a proposta produz sobre as aprendizagens de tais conceitos.

Para alcancar o objetivo proposto, elaboramos uma sequéncia de ensino envolvendo a
construcdo axiomatica dos ndmeros racionais, baseada no quadro tedrico dos Trés
Mundos da Matemadtica. Essa foi aplicada a estudantes de um curso de Licenciatura
em Matematica de um Instituto Federal do estado do Rio Grande do Sul.

Neste trabalho, apresentamos, na secdao que segue, os aspectos da teoria dos Trés
Mundos da Matematica. Logo a seguir, apresentamos as tarefas que compdem a
primeira parte da sequéncia de ensino, cuja énfase foi nos conceitos relacionados a
equivaléncia nos numeros racionais, que foram trabalhadas com os estudantes, bem
como os resultados obtidos, os quais sao analisados a luz do quadro teérico escolhido.
Ainda, apresentamos uma secao que trata das conexdes realizadas pelos estudantes
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entre os conceitos de equivaléncia estudados na proposta de ensino e a forma com
qgue sao trabalhados na Educacao Basica.

2. CONCEPCOES NORTEADORAS: IMAGEM DO CONCEITO, DEFINICAO
DO CONCEITO E OS TRES MUNDOS DA MATEMATICA

David Tall, ao procurar responder como os individuos aprendem a pensar
matematicamente, formulou o quadro tedrico intitulado Trés Mundos da Matemitica.
Uma das bases dessa teoria sao as ideias sobre imagem do conceito e a respeito de
definicao do conceito, desenvolvidas por Tall e Vinner (1981). Para esses autores, a
compreensao de um conceito matematico é dada pelas experiéncias do individuo
relacionadas a esse conceito, sendo mais desenvolvida quanto mais variadas e ricas
forem essas vivéncias.

A imagem do conceito inclui todas as imagens mentais, propriedades e processos
associados a ele, e essa é construida ao longo da vida do individuo, podendo mudar
conforme os estimulos recebidos. J& a definicao do conceito, é dada pelo conjunto de
palavras utilizadas pelo individuo para definir um conceito matematico, sendo que
essa pode coincidir com a definicdo formal da matematica ou pode ser uma
reinterpretacao feita pelo individuo de acordo com suas experiéncias. A definicao do
conceito estad ligada a imagem do conceito. Nesse sentido, € mais completa quanto
mais rica for a imagem construida. (TALL; VINNER, 1981).

As ideias de imagem de conceito e de definicao de conceito
apresentadas por Tall e Vinner (1981) sugerem gue a compreensao de
um conceito matematico acontece pelo enriquecimento das ideias
associadas a ele e os autores sugerem que a abordagem pedagdgica
para um conceito matematico deve objetivar nao somente a
compreensao da definicdo formal, mas também o enriquecimento das
imagens de conceito desenvolvidas pelos alunos. (POGGIO, 2012, p.41).

Segundo ja mencionado, as ideias relacionadas a imagem do conceito e a definicdo do
conceito auxiliam David Tall a formular o seu quadro tedérico ao observar o
desenvolvimento cognitivo na matematica, propondo a existéncia de trés diferentes
tipos, os quais chamou de mundos: o Mundo Conceitual Corporificado, o Mundo
Operacional Simbdlico e o Mundo Formal Axiomatico.

O primeiro deles, o Mundo Conceitual Corporificado, ou apenas Mundo Corporificado,
desenvolve-se a partir de como sentimos o mundo, consistindo no pensamento acerca
do que percebemos, ndo somente no mundo fisico, mas também em nossas
concepcoes internas sobre as imagens que criamos em relacao aos objetos
matematicos. E 0 mundo que se apresenta na base do conhecimento matemético,
podendo ser observado desde 0s nossos primeiros contatos, ainda enquanto criancas,
com a matemdtica.

Conforme Tall (2013, p.16), esse mundo baseia-se “nas percepcdoes e acdes do
individuo, que desenvolvem imagens mentais que sao verbalizadas e se tornam cada
vez mais sofisticadas até tornarem-se entidades mentais perfeitas em nossa
imaginacao.” De acordo com a evolucdo de nossas experiéncias matematicas, o
Mundo Corporificado também cresce em refinamento.



Revista Thema (ﬂ
v21 | n3 | 2022 : /)

Como exemplos do desenvolvimento nesse mundo, podemos citar o uso de figuras
geométricas para deduzir propriedades, ou a ideia de utilizar o equilibrio de uma
balanca para auxiliar na resolucao de equacoes.

Para representar as acdes e as percepcdes do Mundo Conceitual Corporificado, Tall
propde a existéncia de um segundo mundo, denominado Mundo Operacional
Simbdlico, também chamado de Mundo Proceitual Simbdlico ou apenas Mundo
Simbdlico. Esse pode ser entendido como “o0 mundo dos simbolos que usamos para o
calculo e manipulagcdo em aritmética, algebra, calculo e assim por diante.” (TALL,
2004, p.3).

A palavra proceitual, na denominacao do segundo mundo, deriva da palavra proceito,
gue indica o poder que os simbolos matematicos tém para evocar tanto processos
como conceitos. (GRAY et al., 1999). Por exemplo, quando consideramos o simbolo
5+6, esse indica o processo de adicao e o conceito de soma.

J& o Mundo Formal Axiomdtico, ou apenas Mundo Formal, estd baseado em
propriedades que sao derivadas de uma estrutura axiomatica contendo definicdes,
axiomas e teoremas e na qual outros teoremas e conceitos sao derivados dessa
estrutura. Para ilustrar isso, temos as estruturas algébricas grupo, anel, corpo, entre
outras.

Cabe destacar que o Mundo Formal, geralmente, ndao é construido ao longo da
matematica escolar, porém, na Educacao Bdasica, jd pode haver indicios do comeco de
uma jornada por ele quando os estudantes se deparam com processos de
generalizacdes ou mesmo algumas demonstracdes vistas nesse nivel de ensino.

Apesar de cada um dos mundos apresentar algumas caracteristicas préprias, eles nao
sao considerados independentes. Ao contrario, Tall (2013) destaca que os trés mundos
sao intimamente integrados em um quadro mais amplo, podendo, inclusive, haver
intersecdes entre dois desses mundos ou, até mesmo, entre os trés.

Para se referir as ligacdes entre os mundos, Tall faz uma juncao de suas
denominacdes. A denominacao “Corporificado Simbdlico” é utilizada para se referir a
transicao entre os mundos Conceitual Corporificado e Operacional Simbdlico e se
relaciona a acao sobre um objeto mateméatico por meio do uso de um simbolo. A
expressao “Corporificado Formal” se relaciona aos mundos Conceitual Corporificado e
Formal Axiomatico, sendo essa intersecao ligada a percepcao do individuo sobre seu
objeto de estudo. Por fim, a denominacao “Simbdlico Formal” se refere a transicao
entre os mundos, isto €, Operacional Simbdlico e Formal Axiomatico e se apresenta

guando expressamos ideias formais com o uso de simbolos.
Podemos visualizar, na figura 1, o desenvolvimento dos Trés Mundos da Matematica.

E importante destacar que a jornada matematica por esses trés mundos é individual e
depende de como cada um encara os obstaculos que encontra no caminho e da forma
como ele os resolve. Além disso, a medida que o individuo vai se desenvolvendo, cada
mundo vai crescendo com ele em sofisticacao.

Ao observar a Figura 1, verificamos a indicagcao de trés estdgios de matematica,
denominados Matematica Pratica, Matematica Tedrica e Matematica Formal, nos quais
as intersecdes entre os mundos podem ser distribuidas.
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Figura 1 - Desenvolvimento dos Trés Mundos da Matematica.
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Fonte: Tall (2013, p.19).

A Matemadtica Pratica relaciona-se ao Corporificado Simbdélico e envolve experiéncias
com atividades praticas e simbodlicas como, por exemplo, reconhecer e descrever
figuras, utilizar simbolos, fazer célculos aritméticos e algébricos, sem adentrar em
experiéncias formais axiomaticas. J& o estdgio da Matematica Tedrica relaciona-se ao
Corporificado Formal, ao Simbdlico Formal e a intersecao entre os trés, sendo a
elaboracao e o uso de provas euclidianas e algébricas bons exemplos desse estagio.
Por fim, a Matematica Formal estd associada ao Formalismo Axiomatico e engloba os
sistemas axiomaticos de provas e definicoes.

A partir da identificacdo desses trés estdgios de desenvolvimento da matematica,
podemos atribuir diferentes nocdes de justificativa e de prova em cada um dos
mundos, ainda que essas sejam diferentes em muitos sentidos.

No Mundo Conceitual Corporificado, a validacao de determinada propriedade ou
resultado se da pela visualizacao e pela intuicao; no Mundo Operacional Simbdlico, a
prova ocorre pela manipulacao de simbolos; ja no Mundo Formal Axiomatico, a prova
s6 é aceita quando deriva, exclusivamente, dos axiomas, das definicdoes e de outros
resultados ja provados antes na teoria.

Um exemplo que podemos apresentar, relacionado as diferencas das justificativas em
cada um dos mundos, é o que se refere a propriedade comutativa. Quando estamos
no Mundo Corporificado, o argumento de que 2+3 é igual a 3+2 é dado pela
visualizacao, no sentido de que tomar dois objetos e juntar com outros trés é o mesmo
gue tomar trés objetos e juntar com outros dois. No Mundo Simbdlico, a igualdade
2+3=3+2 é vdlida, porque podemos calcular o valor de cada uma das parcelas e
verificar que é igual. No entanto, no Mundo Formal, precisamos recorrer a uma
estrutura axiomatica para verificar sua veracidade.

Isso leva a métodos muito diferentes de fazer argumentos nos trés
mundos da matemdtica. No mundo corporificado, 3 + 2 € 0 mesmo que
2 + 3 porque posso ver que é verdade. No mundo simbdlico, 3 + 2 é o
mesmo que 2 + 3 porgue eu posso calcular isso. No mundo formal x + y
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=y + X, em uma especifica estrutura matemdtica, porque isto é um
axioma®. (TALL, 2005, p.9).

A transicao para a matematica formal, em geral, causa dificuldades de compreensao
aos estudantes, pois pode diferir das experiéncias anteriores com corporificacao e
com simbolismo. Isso ocorre porque passa a se desenvolver em um novo contexto, no
qual um resultado provado é valido em qualquer sistema que também satisfaca aos
axiomas dados.

Por fim, outros aspectos que tém tido destague, na Teoria dos Trés Mundos da
Matematica, sao os conceitos de met-before e met-after, que foram traduzidos por
Lima (2007), como “ja-encontrados” e “a-encontrar”. Os ja-encontrados sao
considerados como experiéncias anteriores, as quais emergem quando o individuo se
depara com alguma situacdo familiar, alguma ja vivenciada. Nessa nova situacado, ele
usa um conhecimento ou um procedimento que jad conhece, tornando valido para o
momento atual. (LIMA, 2007). Ja o termo a-encontrar refere-se a experiéncias
posteriores, que podem interferir em aprendizados anteriores.

Os ja-encontrados podem ser tanto benéficos quanto atuar de uma forma negativa,
conduzindo o individuo ao erro. Por exemplo, quando aprendemos a ideia de subtracao
com objetos fisicos, temos a nocao de que a subtracdo representa o “tirar”. Dessa
forma, ndo poderiamos tirar mais do que temos inicialmente, pois, fisicamente, isso é
impossivel. Porém, esse aspecto muda quando se trata de temperaturas negativas, de
saldos bancarios ou da reta numérica. Ainda, podemos pensar na ideia de conjuntos
finitos, em que tirar elementos de um conjunto finito deixa o conjunto resultante com
um numero menor de elementos. No entanto, quando tratamos com conjuntos
infinitos, esse pensamento nao funciona sempre (por exemplo, ao retirarmos do
conjunto dos nUmeros naturais, o conjunto dos nidmeros pares, o conjunto que resulta
€ 0 conjunto dos nUmeros impares).

Tall (2013) destaca que ao pensar no curriculo das escolas, especialistas,
frequentemente, concentram-se mais nos efeitos positivos desses ja-encontrados do
gue em seus efeitos negativos, pois é dificil conceber estratégias para lidar com esses.

3. ASPECTOS METODOLOGICOS

A pesquisa aqui relatada é do tipo qualitativa, tendo em vista que nosso objetivo foi
responder a questdes vinculadas a um universo particular e, segundo Minayo (2001,
p.21), a pesquisa qualitativa é aquela que “trabalha com o universo de significados,
motivos, aspiracdes, crencas, valores e atitudes, o que corresponde a um espaco mais
profundo das relacdes, dos processos e dos fendbmenos que nao podem ser reduzidos
a operacionalizacao de varidveis”. De acordo com Creswell (2007), os métodos
empregados devem ser interativos, humanisticos e necessitam envolver a
participacao ativa dos pesquisados.

3 Tradugdo nossa: This leads to very different methods of making arguments in the three worlds of
mathematics. In the embodied world 3+2 is the same as 2+3 because | can seeit is true. In the symbolic
world 342 is the same as 243 because | can calculate it. In the formal world x + y = y + x in a specific
mathematical structure because it is an axiom.
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Os participantes da pesquisa foram oito estudantes do Curso de Licenciatura em
Matematica de um Instituto Federal, localizado no estado do Rio Grande do Sul e
matriculados no segundo semestre do ano de 2018, na disciplina de Fundamentos de
Analise, segundo Projeto Pedagdgico de Curso dessa instituicdo. A escolha dos
estudantes matriculados nessa disciplina se deu ao observar a trajetéria deles, por
meio da matriz curricular do curso, e em funcao de ter percebido que eles ja haviam
cursado disciplinas de Fundamentos de Matematica, que abordam conteldos,
geralmente, vistos no Ensino Fundamental e no Ensino Médio, disciplinas de Calculo
Diferencial e Integral, disciplinas de Algebra, entre outras. Todas essas s&o
importantes bases para o desenvolvimento dos conceitos relacionados ao nosso
estudo.

A coleta de informacdes ocorreu por meio dos registros escritos dos estudantes - aqui
denominados E., E;, Es, E4, Es, Es, E; € Es - a0 resolverem as tarefas propostas na
sequéncia de ensino elaborada. Além destes, utilizamos o diario de campo da
pesquisadora, que serviu para registrar o desenvolvimento da sequéncia, possiveis
problemas e mudancas que ocorreram, bem como as nossas impressdes sobre o
andamento da proposta, bem como didlogos realizados entre pesquisadora e
estudantes, durante a aplicacdao da sequéncia de ensino, para sanar eventuais duvidas
gue permaneceram apoés a leitura das producdes escritas, sendo os didlogos gravados
com o propésito de se evitar a perda de informacdes importantes.

Por meio desses registros e com base no referencial tedérico adotado, analisamos as
informacdes que emergiram das resolucdes. Isso foi feito sempre se considerando as
caracteristicas dos Trés Mundos da Matematica evidenciadas.

Foram propostas quatro tarefas aos sujeitos participantes do estudo que tratavam dos
conceitos relacionados a equivaléncia que permeiam os ndmeros racionais, buscando
a construcao do conjunto via classes de equivaléncia.

A analise dos dados baseou-se na forma como Tall define cada um dos mundos. No
caso do Mundo Corporificado, focamos nas percepcdes e nas acdes sobre os objetos
matematicos, sejam eles fisicos ou mentais e, nesse sentido, entendemos que o
pensamento matematico que se manifesta, nesse mundo, em geral, estd baseado nas
relacdes criadas com objetos corporificados, como graficos, tabelas, diagramas,
figuras, exemplos, dentre outros. (TALL, 2013).

No Mundo Simbdlico, apontamos o uso e manipulacao da simbologia matemaética
vinculada aos numeros racionais para representar e efetuar acdes, bem como para
produzir conclusdes baseadas no simbolismo. (TALL, 2004).

Ainda, no caso do Mundo Formal, ha o desenvolvimento baseado em definicoes,
axiomas e teoremas, consistindo na estrutura axiomatica da matematica. Portanto,
entendemos que o Mundo Formal necessita de uma linguagem matematica adequada,
de uma estrutura légica correta e de justificativas das passagens realizadas no
sistema axiomatico considerado. (TALL, 2013).

A partir das respostas dos estudantes para as questdes, propomos uma categorizacao,
apresentada no Quadro 1, explicitando as caracteristicas observadas para o
enquadramento em cada um dos mundos. Salientamos que, nas analises, igualmente,
consideramos as intersecdes entre os mundos, segundo destaca Tall.

926 |
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Quadro 1 - Categorizacao para as respostas dos estudantes.

Mundo Evidéncias observadas

Mundo As respostas sao baseadas em textos com o uso de linguagem corrente ou em exemplos do
Corporificado cotidiano.

O estudante faz uso de desenhos, de esquemas, de diagramas ou de graficos para produzir sua
resposta.

Quando solicitado a fazer a prova de uma afirmacao, o aluno se baseia no uso de exemplos ou de
imagens.

Mundo Simbdélico | As respostas sao apoiadas no uso da linguagem matematica, utilizando sua simbologia.

O estudante consegue associar imagens, esquemas ou graficos a uma linguagem simbdlica.
Quando solicitado a fazer a prova de uma afirmacao, ela é baseada no uso de céalculos
aritméticos especificos ou em manipulagdes algébricas.

Mundo Formal As respostas sdo fundamentadas no uso correto da linguagem matematica.

O estudante consegue, a partir das corporificacdes e simbolismos, fazer as generalizacbes
solicitadas.

Quando solicitado a fazer a prova de uma afirmacao, baseia-se no sistema axiomético,
percorrendo uma estrutura légica de demonstragao.

Fonte: Elaborado pelas autoras.

As caracteristicas anteriormente apresentadas, em cada um dos mundos, para a
analise dos resultados, estdo descritas de uma forma geral. E preciso ressaltar que as
discussdes foram realizadas para cada uma das tarefas desenvolvidas e quaisquer
peculiaridades, as quais eventualmente tenham surgido, nas respostas, classificaram-
se levando em consideracao o quadro teérico empregado.

4. A EQUIVALENCIA NOS NUMEROS RACIONAIS

Ao pensar na proposta de construgao axiomatica do conjunto dos ndmeros racionais
para um curso de licenciatura, as primeiras indagacdes comecaram a surgir. Por onde
deveriamos comecar? Quais conceitos sustentam a construcdao desse conjunto?

Procurando as respostas a essas perguntas, encontramos, no conceito de relacao de
equivaléncia, o alicerce para a construcao desejada, uma vez que, assim como ocorre
com outros conjuntos numéricos, como, por exemplo, o conjunto dos nimeros inteiros,
0 conceito de equivaléncia é a base de sua construcao.

Optamos, dessa maneira, por explorar o conceito de forma nao sé a apresenta-lo aos
estudantes como algo pronto, mas procurando construi-lo conjuntamente,
identificando quais ideias os participantes da pesquisa ja possuiam a esse respeito e
guais as imagens conceituais foram elaboradas ao longo de sua trajetéria académica,
pois, em muitas disciplinas cursadas por eles, esse conceito ja havia estado presente.

Desse modo, propomos, na primeira tarefa, que os estudantes explorassem os
significados de relacao e de equivaléncia separadamente, no primeiro momento. Logo
apos, foi solicitado o conceito de relagcao de equivaléncia de uma forma geral.

Com o objetivo de facilitar a leitura, apresentamos, no Quadro 2, os enunciados dos
itens que compdem a primeira tarefa, seguidos da analise das producdes feitas pelos
estudantes. A partir da forma como esses se expressaram, procuramos identificar
quais as caracteristicas dos Trés Mundos da Matematica estavam presentes nas
imagens do conceito e na definicao do conceito evocadas por eles.

927
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Quadro 2 - Enunciado das questdes que compdem a Tarefa 1.

Tarefa 1.

1) O conceito de relacdo de equivaléncia é central para o desenvolvimento da
matemidtica, sendo relevante que conhecamos o seu significado. Nesse sentido, com o
auxilio de um dicionario, dé o significado das palavras relacao e equivaléncia.

2) Evoluindo no sentido de entender esse conceito, descreva qual o significado
matemadtico que vocé atribui para os termos relacao e equivaléncia, comparando com
as respostas obtidas anteriormente. Para desenvolver suas ideias, vocé pode fazer uso de
figuras, diagramas, esquemas, etc.

3) No seu entendimento, existe diferenca de significado entre as palavras igual e
equivalente no contexto matematico? Explique sua resposta.

4) No contexto matematico, como se define uma relacdo de equivaléncia? Caso
necessario, vocé podera consultar um livro didatico.

Fonte: Elaborado pelas autoras.

No primeiro item, para a palavra relacao, a maioria dos estudantes destacou os
significados usuais que o diciondrio apresenta, tais como “vinculacao”, “ligacao” ou
“contato”. Além desses, a maioria também chamou a atencao para outros dois
significados, os quais estao ligados as ideias matematicas, sendo o primeiro a
“comparacao entre duas quantidades mensuraveis”, e o segundo, a “correspondéncia
entre elementos de dois conjuntos”.

Ja para a palavra equivaléncia, foram destacados dois significados, a saber: de “igual
valor” ou “aquilo que equivale”. O estudante E, também destacou outro significado
dado por: “relacdo de igualdade légica ou implicagcao mudtua entre duas proposicoes”.

Ao analisar as respostas, um fato que chamou a atencao foi que a maioria dos
estudantes procurou dar o significado mais préximo da matematica que o dicionario
apresentava. Nos didlogos realizados, durante a aplicacdo da proposta, eles
destacaram que procuraram escolher as respostas apresentadas com um olhar mais
matematico.

Nesse momento, cabe salientar que, principalmente no caso da palavra equivaléncia,
os significados trazidos pelo dicionario nao foram tdo esclarecedores. Isso foi
destacado pelos estudantes ao resolverem a tarefa.

O intuito do primeiro item foi auxiliar na evocacao das imagens conceituais dos
sujeitos da pesquisa para as expressdes relacdao e equivaléncia, sendo que, para
conhecé-las, propomos o segundo item da tarefa.

Para o termo relacdo, as respostas apresentadas nos conduziram, em especifico, a
significados relacionados a ligacao entre conjuntos, como constatado nos protocolos
de quatro dos estudantes, que, além do significado colocado em forma de textos,
apresentaram figuras representando dois conjuntos e a ligacao entre os elementos
deles por meio de flechas. Na Figura 2 destacamos, como exemplo, a resposta de Es
para o significado do termo relacao.

De forma geral, para o termo relacao, constatamos que as imagens conceituais sao,
para uma parcela dos estudantes, ligadas aos usos cotidianos para o termo e, para
outra parcela, estao ligadas as ideias de funcdes. Assim, a maioria apresenta
caracteristicas do Mundo Corporificado, com algumas caracteristicas do Mundo
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Simbdlico emergindo nas respostas quando os estudantes apresentaram os exemplos
de relacoes.

Figura 2 - Resposta de Es para o significado matematico de relagao.
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Fonte: Dados da pesquisa.

Ja para o termo equivaléncia, as imagens do conceito evocadas pelos estudantes
ficaram, basicamente, restritas as fracdes equivalentes, da forma como foram
estudadas na sua trajetdria escolar na Educacao Basica. Ao que tudo indica, a
trajetéria no Ensino Superior, até esse momento, propiciou um enriquecimento
reduzido das imagens conceituais para esse conceito.

Figura 3 - Resposta de E; para o significado de equivaléncia.
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Fonte: Dados da pesquisa.

Para o terceiro item da tarefa, que questionou sobre a diferenca entre os termos igual
e equivalente, a maioria dos estudantes respondeu afirmativamente a pergunta feita,
ou seja, que existe diferenca. Apenas um estudante respondeu negativamente a esse
questionamento.

Acerca do significado para igual, cinco estudantes destacaram expressées como
“mesma aparéncia”, “o mesmo valor”, “ser idéntico” e, ap0s isso, apresentam algum
exemplo. Para as ideias relacionadas ao termo equivalente, apresentaram exemplos
de fracdes equivalentes, destacando que, no caso, ndao seriam iguais na aparéncia.

Analisando as respostas para esse item, notamos que apareceram,
predominantemente, caracteristicas do Mundo Corporificado. Em decorréncia disso,
percebemos que as imagens conceituais construidas, ao longo da vida escolar, foram
pouco significativas, uma vez que a maioria dos sujeitos do estudo nao conseguiu
evoca-las de forma adequada. Essas imagens conceituais permanecem ligadas a
significados cotidianos, e esses diferem da nocao de igualdade em matematica,
porgue, matematicamente, um objeto é igual apenas a ele préprio.
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No que se refere a definicdo do conceito de relacao de equivaléncia, essa permanece
ainda distante da definicao formal para a maioria dos estudantes, visto que, para
construir o conceito, foi preciso recorrer ao livro didatico.

Nos dialogos realizados apds a aplicacdao das questdes, os estudantes relataram que,
depois de pesquisarem, no livro, a definicdo de relacao de equivaléncia, acabaram
lembrando-se do que se tratava, porque ja tinham estudado esse contetdo. E provéavel
que o fato de os alunos nao conseguirem evocar o conceito, adequadamente, decorra
da forma como esse tenha sido trabalhado em momentos anteriores. E possivel inferir
que as imagens conceituais, criadas ao longo da formacao dos sujeitos de nosso
estudo, foram pobres de significados e, desse modo, eles tiveram dificuldades de
evoca-las quando solicitadas em uma nova situacao.

Apds a construcao da definicao de relacao de equivaléncia no sentido geral, foi
explorada a relacao de equivaléncia que permite a construcao do conjunto dos
ndmeros racionais como classes de equivaléncia de pares ordenados, considerando
seus aspectos simbdlicos e formais. Nesse sentido, essa tarefa teve, como objetivo
gue o estudante justificasse que a relacao dada é uma relacdo de equivaléncia e que
se aplica a relacao para pares ordenados, agrupando-os conforme essa.

No desenvolvimento, o primeiro fato que nos chamou a atencao, na resolucao
apresentada por trés estudantes - E;, E4 e Es - é que esses fizeram a representacao do
par ordenado na forma fracionaria antes de comecar a justificativa da relacao de
a_ca_c
b db d
caso, ha o indicativo de que esses estudantes conseguiram fazer a conexao entre o
par ordenado, que representa um numero racional e a sua respectiva escrita na forma
fraciondaria. Essa representacao pode fazer parte de seus ja-encontrados, uma vez que
€ a forma mais usual de se representar um ndmero racional.

equivaléncia, apresentando a igualdade seguida da igualdade ad=bc. Nesse

Quadro 3 - Enunciado das questdes que compdem a Tarefa 2.

Tarefa 2.

1) Considere o conjunto Z x Z*= {(a,b)|a €Z, be Z*} e a relacao:

(a,b) ~ (c,d) quando ad = bc.

Essa relacao é de equivaléncia? Justifique sua resposta.

2) Considere o conjunto abaixo:
{(1,2),(2,5),(1,3),(4,3),(2,7),(2,4),(4,10),(3,6),(2,6),(4,8),(6,15),(3,9),(5,15),(8,20),
(8,6),(5,10),(4,12),(12,9),(10,25),(10,15),(6,21),(8,28),(10,35),(16,12),(20,15) }

(a) Escolha um critério e faca agrupamentos com os pares ordenados do conjunto,
explicando qual foi o critério que vocé utilizou.

(b) Considere os nimeros % como o par (a,b) e 5 o par (c,d) e a relagdo dada, ou

seja, (a,b) ~ (¢,d) tal que a.d=b.c. Do conjunto acima, destaqgue os subconjuntos que
satisfazem essa relagao. Justifique.

Fonte: Elaborado pelas autoras.

Quanto ao desenvolvimento da questao, os estudantes que fizeram essa mudanca de
representacao apresentaram um desenvolvimento semelhante, trabalhando com
caracteristicas do Mundo Simbdlico. Quanto ao Mundo Formal, observamos poucos
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indicios desses, ja que os estudantes cometeram equivocos, em especial, de estrutura
l6gica de demonstracao.

Encontramos algumas caracteristicas mais desenvolvidas do Mundo Formal nas
respostas apresentadas por Es e E;. Nessas respostas, observamos, além do uso
correto dos simbolos e da relacdao dada, algumas justificativas das passagens
realizadas.

Para a segunda questdo da segunda tarefa, dos oito estudantes, trés ja fizeram a
escolha dos agrupamentos pensando, de alguma forma, na relacdo de equivaléncia do
item anterior, mesmo que nao de uma forma explicita. A titulo de exemplo,
destacamos os agrupamentos e a justificativa trazida por Es:

-1{(1,2),(2,4),(3,6),(4,8),(5,10)}; {(2,5),(4,10),(6,15),(8,20),(10,25)}; {(1,3),(2,6),(3,9),
(4,12),(5,15)}; {(4,3),(8,6),(12,9),(16,12),(20,15)}, {(2,7),(4,14),(6,21),(8,28),(10,35) }.

- A partir do primeiro par, o dobro, depois o triplo, o quadruplo e quintuplo.

Nas respostas para o item (b), todos os estudantes conseguiram separar o0s
subconjuntos conforme a relacao de forma correta. Evidenciamos a resposta do
estudante E; uma vez que ele, além de apresentar os subconjuntos, conseguiu
produzir uma generalizacao:

-(m,2m)=1{(1,2),(3,6),(4,8),(5,10), (2,4)}
-(m,3m)={(1,3),(2,6),(3,9),(5,15),(4,12),(6,21)}
-(2m,5m)=4{(2,5),(2,5),(8,20),(10,25),(6,15)}

- (4m,3m)=4{(4,3),(8,6),(12,9),(16,12),(20,15) }
-(2m,7m)=4{(2,7),(4,14),(8,28),(10,35)}

Nesse caso, entendemos que E; apresentou, além das caracteristicas do Mundo
Simbdlico, também caracteristicas do Mundo Formal.

As questOes propostas, na segunda tarefa, conduziram os sujeitos da pesquisa a uma
jornada pelo Mundo Simbdlico, comecando pela justificativa da relacao de
equivaléncia, na qual ha a necessidade de uma manipulacao simbdlica acentuada e,
apods, na aplicacao da relacdao apresentada para agrupar os pares fornecidos.

Ao retomarmos as questdes, com a discussao em grupo, um de nossos enfoques foi na
demonstracao de que a relacao dada era de equivaléncia, procurando detalhar cada
um dos passos envolvidos na demonstracao das propriedades, bem como justificar as
passagens efetuadas.

As duas primeiras tarefas exploraram ideias relacionadas a equivaléncia. Logo, até
esse momento, trabalhamos com a definicao de uma relacao de equivaléncia e a
aplicacao dessa definicao para uma relacao especial, definida no conjunto Z x Z°.

A relacdo de equivaléncia dada determina, no conjunto Z x Z°, uma particdo, ou seja, o
conjunto ZxZ' fica dividido em subconjuntos disjuntos, chamados classes de
equivaléncia. Desse modo, podemos perguntar: Quem sdo as classes de equivaléncia
dessa relacao? O que elas representam?
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Em busca dessas respostas, propomos a terceira tarefa, cujo intuito foi que os
estudantes utilizassem a relacao de equivaléncia estudada na tarefa anterior para
constituir as classes de equivaléncia dos pares dados.

Quadro 4 - Enunciado das questdes que compdem a Tarefa 3.

Tarefa 3.

Observando a relacao de equivaléncia ~ definida anteriormente (ou seja, em Z x Z'=
{(a,b) | aeZ, be Z'} temos (a,b) ~ (¢,d) ®a.d= b.c), encontre elementos que se
relacionem com os pares abaixo.

(a) (1,2) (e) (—1,2)
(f)

(b) (1,3) 7 _3)

(c) (2,1) (9) (4,-5)

(d) (0,1) (h) (=3,1)

2) Represente, em um diagrama, os resultados encontrados na tarefa anterior.
Explique qual foi o raciocinio que vocé utilizou para realizar a ilustracao.

3) Represente em Z x Z*, 0os elementos que vocé encontrou para cada par ordenado,
utilizando cores diferentes para cada um dos pares dados. O que vocé observa?

Fonte: Elaborado pelas autoras.

Ao serem analisadas as respostas dadas pelos estudantes, quanto ao primeiro item,
detectamos que todos conseguiram encontrar elementos que se relacionassem com
os pares dados, inclusive fazendo a conferéncia por meio da relagao de equivaléncia.
Para ilustrar isso, temos os resultados produzidos para o par (-7,-3), dados por (-7,-
3)~(-14,-6)~(-21,-9)~(-28,-12)~(-35,-15).

Para esse item, vale destacar a resposta apresentada pelo estudante E; a qual foi
distinta das apresentadas pelos outros estudantes, no sentido de que houve uma
generalizacao do processo. Por exemplo, para o par (1,2), o estudante apresentou a
equacao d=2c e forneceu a generalizacdo (c,2c); para o par (4,-5) exp0s a equacao

4d=-5c e, em seguida dZ_TSC, fornecendo primeiro o par (c,—%c) e, ha sequéncia,
(4c,-5¢).

De forma geral, os estudantes apresentaram caracteristicas do Mundo Simbdlico,
porque souberam empregar a relacao para produzir os pares. O estudante E; foi um
pouco além, procurando dar uma generalizacdo para o processo de encontrar os
pares. Nesse caso, notamos uma transicao para o Mundo Formal.

Quanto a representacdo no diagrama, destacamos duas situacdes que surgiram nas
respostas apresentadas. A primeira foi a separacao de acordo com 0s pares que se
relacionavam conforme encontrados no item anterior, sendo essa a forma que
imaginamos que os estudantes pensariam caminhando para uma ideia de particao. A
segunda situacao apareceu com a separacao dos pares encontrados levando em
consideracao os numeros negativos e positivos que aparecem nas coordenadas, de
acordo com o que apresentamos na Figura 4.
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Figura 4 - Resposta de Es para o item 2 da Tarefa 3.
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Fonte: Dados da pesquisa.

Tanto a representacao da reta numérica, no sentido de localizar nimeros negativos e
positivos, quanto a localizacdo de pontos no plano cartesiano, respeitando os
guadrantes, podem ter atuado como ja-encontrados, influenciando a forma como
alguns estudantes produziram os pares das classes de equivaléncia e, também, como
fizeram a representacao no diagrama.

Com relagcao ao Ultimo item, que solicitava a representacao grafica dos pares
encontrados, a maioria dos estudantes conseguiu realiza-la.

Observamos que o fato de propor, aos estudantes, uma forma de corporificacao, para
a ideia de classe de equivaléncia, com a utilizacao de cores diferentes para os pares
gue se encontravam em classes distintas, foi fundamental, j& que foi possivel notar
que o grafico auxiliou no desenvolvimento das ideias relacionadas a particao que
pretendiamos desenvolver com a sequéncia proposta.

Ao acompanhar o desenvolvimento da questao, constatamos que a construcao do
grafico deu um novo sentido as ideias que os estudantes tinham sobre classes de
equivaléncia, ampliando suas imagens conceituais, no sentido de corporificar um
conceito que, até entdo, tinha sido visto apenas como uma definicdo dentro de uma
teoria mais ampla.

Destacamos o comentario feito por E; nas observacdes realizadas apds a construcao
do gréafico:

- Podemos varrer o plano com diferentes relacées. Nesse relato, encontramos indicios
da transicao do Mundo Corporificado para o Mundo Formal.

No decorrer das primeiras tarefas propostas, os estudantes trabalharam com uma
relacao de equivaléncia especial, a qual possibilitou a definicdo de classes de
equivaléncia que geram um conjunto quociente bastante familiar a eles, o conjunto Q.

Nesse sentido, com a quarta tarefa, buscamos fazer essa formalizacao. No primeiro
item, investigamos as imagens conceituais dos estudantes para o termo particao e
quais as relacdes desse conceito com as corporificacdes produzidas na tarefa anterior.
No segundo item, focamos na generalizacao do processo que trazia consigo
caracteristicas do Mundo Simbélico e do Mundo Formal.
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Ja nos terceiro e quarto itens, apresentamos as definicdes de classe de equivaléncia e
de conjunto quociente. A intencao foi que os estudantes aplicassem a definicao de
classe de equivaléncia para decidir se os pares dados pertenciam ou ndo a classe
selecionada trabalhando com caracteristicas do Mundo Simbélico. Por ultimo, tivemos
a intencao de conhecer como os alunos caracterizavam um conjunto numérico.

Quadro 5 - Enunciado das questdes que compdem a Tarefa 4.

Tarefa 4.
1) (a) Qual significado vocé atribui para a palavra particao?

(b) Quais caracteristicas vocé observou ao representar os elementos que se
relacionam com os pares dados nos itens 2) e 3) da tarefa anterior?
Para cada par ordenado (a,b) dado, vocé consegue dimensionar a quantidade de
elementos que se relacionam a ele? E possivel generalizar o processo de encontrar
esses elementos?
Para cada par ordenado (a,b) conseguimos produzir um conjunto de elementos que se
relacionam ao par dado. A esse conjunto, damos o nome de classe de equivaléncia,
referindo-se a relacdo de equivaléncia que a produziu.
Uma forma de denotar a classe de equivaléncia do par ordenado (a,b) pela relacdo ~ é

. , a .
utilizar o simbolo —. Assim,

b

a [

g - (avb) - {(:Evy) €ELXL* | (1:7y> ~ (a7b>}

Por exemplo, a classe de equivaléncia do par ordenado (3,9) é dada por
3

g = @y €ZxZ" | (x,y) ~ (3,9)} = {(z,y) € Zx L* | 9z = 3y}

Observando essa construcao, o par ordenado (1,3) pertence a essa classe de
equivaléncia? Por qué?

E os pares (—2,—6) e(1,2) pertencem a S? Justifique.

4) Quando consideramos o conjunto de todas as classes de equivaléncia produzidas
pela relacdo de equivaléncia dada, produzimos o conjunto quociente.

Para o nosso caso de estudo, o conjunto quociente de Z x Z'pela relagdo ~ é denotado
por Q e dado por:

Q=(ZxZ)/ ~= (3 lacZbe ) ={(r.y) €LxZ" | (x.y) ~ (a.}))

Fonte: Elaborado pelas autoras.

Para o significado de particao, em todas as respostas, apareceram as palavras “partir,
partes, repartir’”. Um dos estudantes mencionou, explicitamente, a relacao com
conjuntos, citando que seriam “partes de um conjunto”. Assim como aconteceu com o
conceito de equivaléncia, as imagens conceituais foram ligadas, predominantemente,
as caracteristicas do Mundo Corporificado, com os significados usuais dados ao termo.

Quanto as caracteristicas das representacdes realizadas na tarefa anterior, trés
estudantes destacaram que os pontos desenhados formavam “retas imaginarias”, no
sentido de que o dominio era discreto e de que nao havia repeticao de pares em cada
uma dessas “retas”.
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Os demais estudantes, da mesma maneira, fizeram mencao as ideias relacionadas a
retas. Eles associaram os pares desenhados com retas crescentes ou com retas
numéricas, por exemplo. Além disso, mencionaram a associacao com os guadrantes
do plano cartesiano.

Nesse caso, os sujeitos da pesquisa procuraram, nos seus ja-encontrados, a explicagao
para o que estava acontecendo na representacao, principalmente no gréfico da tarefa
anterior. Nenhum deles mencionou, de forma explicita, a ligacao entre o discutido na
tarefa anterior e o conceito de particao.

Ao responder a segunda questao da Tarefa 4, todas as respostas apontaram que nao
seria possivel dimensionar a quantidade de elementos que se relacionavam a um
dado par ordenado, pois se tratavam de infinitos pares que teriam relacao com ele.
Para a generalizacao do processo de encontrar os elementos, destacamos trés
categorias de resposta.

Na primeira categoria, na qual enquadramos quatro estudantes, encontramos
respostas de que seria possivel a generalizacao, porém esses estudantes nao
conseguiram ou nao souberam produzi-la. Nesse caso, percebemos emergirem
caracteristicas do Mundo Corporificado, porque as constatacdes foram baseadas nas
tarefas anteriores, sobretudo na construcao do grafico que deu a dimensdo de que o
processo poderia continuar infinitamente.

As respostas dos outros trés estudantes podem ser apontadas como uma segunda
categoria, ja que, nesse caso, eles conseguiram produzir uma expressao para a
generalizacao do processo de obtencao de elementos que se relacionavam com um
par ordenado dado. Na resposta de E;, podemos constatar o que foi destacado:

- Sim, é possivel generalizar. A generalizacdo pode ser vista através de um teste com
alguns pares ordenados, por exemplo: a partir do par ordenado (1,2) foram gerados,
pela relacdo escolhida, (2,4),(3,6) e, assim, sucessivamente. Desse modo, podemos
representar os pares por (k.a,k.b), comk €Z°, sendo k uma constante.

Esses estudantes apresentaram uma transicao entre o Mundo Corporificado e o Mundo
Simbdlico, uma vez que empregaram o0s exemplos para buscar a generalizacao
solicitada.

Por fim, a terceira categoria esta relacionada com a resposta do estudante E; que
mencionou, além da expressao para a generalizagao do processo, uma relagcao com a
reta que passava pelos pontos:

- dado um par genérico (i,j) para encontrar um par equivalente é na forma (ik, jk),

comk €Z°. E a reta que passa pelos pontos da relacdo sdo da forma y=JTk.

Observamos, nesse caso, uma intersecdao entre os Trés Mundos da Matemaética, pois
notamos ideias corporificadas quando o estudante evocou a imagem da reta
acompanhada do desenvolvimento simbdlico para representar o par ordenado da
forma genérica e a relacdo do coeficiente angular da reta com o par.
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Na terceira questao, foi possivel detectar que todos os estudantes apresentaram
caracteristicas do Mundo Simbodlico em suas resolucbes. Além disso, conseguiram
responder as questdes solicitadas de forma correta.

Apods olharmos para as tarefas que exploravam as ideias relacionadas a equivaléncia
nos nuUmeros racionais, organizamos o quadro que segue para classificar as
caracteristicas encontradas, nas producbes dos estudantes, quanto aos Trés Mundos
da Matemética.

Quadro 6 - Classificacao das respostas para as tarefas
envolvendo a equivaléncia nos nUmeros racionais.

Tarefas Mundo Mundo Mundo |Corporificado |Corporificado |Simbdlico |3 Mundos
Corporificado |Simbdlico |Formal |Simbdlico Formal Formal

Significados dos |8 5 - - - - -

termos

Relacado de 2 6 1 - - - -

Equivaléncia

Representacao 8 7 - 1 - 1 -

Particao e 8 6 - - - 1 1

Classes de

Equivaléncia

Fonte: Dados da pesquisa.

Ao término das tarefas propostas para o conceito de equivaléncia, observamos que a
sequéncia de ensino proporcionou, aos estudantes, a oportunidade de partir do Mundo
Corporificado, passar pelo simbolismo até chegar a formalizacao do conceito. As varias
formas de trabalhar com as ideias relacionadas as classes de equivaléncia
possibilitaram que eles construissem imagens mentais mais ricas.

5. AS CONEXOES COM A EDUCACAO BASICA

Ao planejarmos a sequéncia de ensino proposta, um de nossos objetivos foi perceber
as conexdes entre a construcdao formal dos nimeros racionais com a forma com que
estes sao abordados na Educacao Basica.

Quando consultamos no dicionario os significados relacionados ao termo conexao,
encontramos associadas palavras como ligacao, relacao e juncao, por exemplo. Esses
significados nos encaminham para compreender porque este termo tem sido
amplamente utilizado quando se trata do ensino da matematica.

Segundo Canavarro (2017) o conceito de conexao projeta-se a partir do ano 2000
quando o National Council of Teachers of Mathematics (NCTM) elegeu as conexdes
como um processo matematico essencial para se desenvolver com estudantes de
varios niveis de escolaridade.

Por esse olhar, na literatura, hd uma diversidade de perspectivas sob as quais podem
ser vistas as conexdes, sendo destacado por Canavarro (2017) duas ideias
transversais: a primeira refere-se a diversidade das conexdes e a segunda é
relacionada ao propdsito.
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Com relacdao a diversidade, a autora destaca que a literatura apresenta conexdes
entre a matematica e outras disciplinas, com o cotidiano, com o mundo do trabalho e
ainda a referéncia de conexdes dentro da prépria Matematica entre contelddos de
areas distintas, como por exemplo, geometria e aritmética, ou entre conceitos e
procedimentos. Ainda,

Referidas talvez com menos énfase sao as conexdes relativas aos
diferentes estddios de desenvolvimento das ideias e conceitos
matematicos, que deveriam ter as concecdes e conhecimentos prévios
que os alunos transportam consigo para a escola como ponto de partida
para novas aquisicbes e ampliacdes de conhecimentos com vista a
construcao progressiva de um corpus mais formalizado e abstrato.
(CANAVARRO, 2017, p.38).

Quanto ao propésito das conexdes, a autora destaca que

O grande propédsito das conexdes é que ampliem a compreensdo das
ideias e dos conceitos que nelas estdo envolvidos e, consequentemente,
permitam aos alunos dar sentido a Matemdtica e entender esta
disciplina como coerente, articulada e poderosa - em vez de ser
perspetiva da, como recorrentemente acontece, como uma colegcao de
regras ad-hoc a aplicar em situacdes particulares pré-determinadas e
sem outra utilidade para além da de passar nos testes. (CANAVARRO,
2017, p.38-39).

As conexdes estabelecidas sdao apresentadas e discutidas na sequéncia do texto e se
constituiram em parte importante da pesquisa realizada, proporcionando uma reflexao
sobre a pratica docente em cursos de formagao de professores.

E preciso coeréncia entre a formacio oferecida e a pratica esperada do
futuro professor. Os professores precisam aprender para também
ensinar. E, nesse sentido, é preciso considerar uma peculiaridade muito
especial na preparacao do professor: ele aprende a profissao num lugar
similar aquele em que vai atuar, porém numa situagcao invertida.
(ALLEVATO; ONUCHIC, 2019, p.12).

by

Sendo assim, apés a construcao das ideias relacionadas a equivaléncia, podemos
fazer o seguinte questionamento: quais conexdes podem ser estabelecidas com os
conceitos trabalhados na matematica vista na Educacao Basica?

Na primeira tarefa, foi possivel observar as primeiras relacdes que os estudantes
fizeram com o que estava sendo proposto e o que era conhecido por eles de acordo
com suas trajetdrias escolar e académica.

Quando trabalhamos os conceitos de equivaléncia, em muitas respostas, foram
evocadas imagens conceituais ligadas a fracdes equivalentes, como, por exemplo, na
resposta de Es; quando descreveu o significado que atribuia para o termo equivaléncia:

. A ~ , 12 1
- Equivaléncia logo lembro de fracées que no caso estudamos assim %:%:ﬂzis_g’
sdo fracoes equivalentes de igual valor.

Para aprofundar essas relacdes, foi proposta, aos estudantes, uma tarefa relacionada
com as fracdes equivalentes vistas na Educacao Basica. Com isso, tivemos o objetivo

937
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de estabelecer a relacdo do conteldo estudado no nivel superior com o que é
trabalhado com estudantes de Ensino Fundamental. Para isso, buscamos uma tarefa
encontrada em um livro didatico do sexto ano do Ensino Fundamental e solicitamos
que os estudantes explicassem a situacao proposta.

Figura 5 - Enunciado da tarefa relacionando equivaléncia com a Educacao Basica.

(c) Observe o trecho abaixo que traz um exercicio encontrado em um livro

didatico do Ensino Fundamental.

"Para verificar se duas fracdes sio equivalentes, multiplicamos o numerador

de uma pelo denominador da outra e vice-versa.

Se os resultados forem iguais, as fragoes sao equivalentes. Veja os exemplos:

2 8 . .
se—,78=56e228=56
728
o .2 . :
Como 7.8 e 2.28 tém resultados iguais, as fragbes = e 75 SA0 equivalentes.
72
3 12 .
—e—,512=60e325=75
5 25

12

3
Como 5.12 e 3.25 tém resultados diferentes, as fracoes — e 57 Dao sao equi-

5 25
valentes."(CHAVANTE, 2015a, p. 162)

Como voecé explica o funcionamento dessa "regra?

Fonte: Dados da pesquisa.

Ao responder a questao, a maioria dos estudantes conseguiu relacionar a “regra”
apresentada com a relacao de equivaléncia estudada, como mostrado no Quadro 7, no
qual estdo transcritas algumas respostas extraidas dos protocolos.

Quadro 7 - Respostas relacionando equivaléncia com a Educacao Basica.

Estudante |Explicacao apresentada

E. Por conhecimentos anteriores, conheco a “regra” dos meios e extremos.
Também, apds a aplicacao das atividades anteriores, pode-se perceber que os

elementos %‘328_8 se relacionam, valendo a=2,b=7,c=8,d=28, assim,

a.d=b.c.

= A regra funciona pois pela relacdo de equivaléncia temos que, seja

(a,b)R(c,d]EIemad:bC, logo a multiplicacdo do meio pelos extremos sdo
iguais.

Ee

Este exercicio trabalha com frag0es equivalentes a regra seria —e

S| Q

a.d=b.c, caso contrario ndo sao fracdes equivalentes.
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E; . . , ~ a .
Como no exercicio anterior tinhamos uma fracdo b associada a um par (a,b) e

c . .
7 associada a um par (c,d) e esses pares se relacionavam se:

[ — , a , .
(G,b)R[C,d]EJGd—bC. Note que a aé o numerador de 5 €O d é o denominador

da fracado 5 e bé o denominador de % e o ¢ é o numerador da fracao % Logo

nos exercicios achamos subconjuntos de fracdes equivalentes. Entdo duas
fracoes sao equivalentes se quando escritas na forma de pares (a,b) equivale a

fracao (c,d) se a.d=b.c. Caso isso ndo aconteca |a.d #b.c| as fracdes ndo séo
equivalentes, pois [a,ble(c,d) ndo se relacionam.
Resumindo:

. a , c :
Se duas fracdes -~ escrita como o par (a,b) e  escrita como par (c,d).

As fracoes % e 5 s&o equivalentes (a,b) (c,d| com ad =bc. Caso ad #bc n&o s&o

equivalentes.

Fonte: Dados da pesquisa.

A partir das respostas dos estudantes, percebemos que conseguiram fazer a ligacao
entre as questdes que haviam respondido, até entao, com a justificativa para uma
regra que ja conhecem desde o Ensino Fundamental. Ao trilhar esse caminho, foi
possivel notar uma evolucao do conhecimento conceitual dos estudantes ao observar
como eles compreenderam a regra e com base nas relacbes que teceram entre as
guestdes estudadas anteriormente, sob o ponto de vista da matematica superior, e o
conteudo a ser explicado do ponto de vista da Educacao Basica. As imagens
conceituais construidas, no decorrer da sequéncia de ensino, tiveram significado para
a maioria dos estudantes e os auxiliaram a responder, com clareza, a questdo
solicitada.

Quando se trata da Educacao Bésica, o conceito de equivaléncia estd presente desde
as primeiras ideias que permeiam o estudo dos nimeros racionais. Isso ocorre quando
sao abordadas as fracdes equivalentes e todos os procedimentos que delas derivam.

Os Parametros Curriculares Nacionais ja mencionavam a importancia das ideias
relacionadas a equivaléncia, destacando que:

O conceito de equivaléncia assim como a construcao de procedimentos
para a obtencao de fracdes equivalentes sao fundamentais para resolver
problemas que envolvem a comparacdao de niUmeros racionais expressos
sob a forma fracionaria e efetuar célculos com esses nimeros. (BRASIL,
1998, p.103).

No texto da Base Nacional Comum Curricular (BNCC) também é dado destaque para a
nocao de equivaléncia nos nimeros racionais, ja que € mencionado que a equivaléncia
€ uma das ideias fundamentais que compdem a Matematica, sendo que “essas ideias
fundamentais sao importantes para o desenvolvimento do pensamento matematico
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dos alunos e devem se converter, na escola, em objetos de conhecimento.” (BRASIL,
2018, p.266).

Portanto, a nocao de equivaléncia é a base para a compreensdao do conjunto dos
ndmeros racionais e, igualmente, essa nocao auxilia no desenvolvimento de outros
conceitos na trajetéria escolar.

A ideia mais importante sobre fracbes é a de fracées equivalentes. E ela
gue nos permite comparar, somar e subtrair fracdes, além de ajudar a
entender como fragdes se relacionam a razdes e proporcdes, ideias que
aparecem em quase todas as partes da Matematica escolar. (LINS; SILVA,
2007, p.17, grifo no original).

Ao longo do trabalho com o conceito de equivaléncia, foi possivel perceber que as
dificuldades perduraram até o Ensino Superior e, nesse sentido, a proposta de discuti-
las, com os estudantes participantes do estudo, foi de grande valia.

6. CONSIDERACOES FINAIS

A sequéncia de ensino aqui apresentada visou contribuir para o ensino dos nimeros
racionais na formacao inicial de professores de Matematica, fomentando a discussao
de que esses conceitos precisam ter um tempo e um espaco nos cursos de
licenciatura.

Procuramos construir a proposta de forma que os conceitos fossem sendo construidos
gradualmente pelos estudantes, buscando a compreensao de cada passo envolvido e
fazendo com que eles préprios criassem autonomia para buscar a aprendizagem. Ao
resgatar as imagens conceituais, oportuniza-se aos estudantes que busquem
reconstrui-las de forma que possam enrigquecé-las.

O uso do quadro teérico dos Trés Mundos da Matematica possibilitou, aos estudantes,
criarem suas préprias jornadas ao pensarem sobre cada um dos conceitos estudados.
Ainda, permitiu que conhecéssemos em qual dos mundos cada estudante estava e, a
partir desse conhecimento, conseguirmos explorar melhor suas potencialidades, bem
como corrigir eventuais fragilidades que cada um deles apresentasse ao longo do
caminho.
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