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CIENCIAS EXATAS E DA TERRA
Interpretacao combinatdria e propriedades
dos numeros de Narayana

R E 15 T A
THEM A Combinatorial interpretation and properties of Narayana

numbers
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RESUMO

Neste trabalho apresentamos a definicdo dos nimeros de Narayana e algumas interpretacoes
combinatdérias desses nUmeros para alguns exemplos que encontramos para os ndmeros
cataldaes. Os numeros de Narayana possuem propriedades matemadticas importantes e tém
aplicacdes em varias areas da Matematica tais como Andlise combinatéria, estatistica e outras.
Algumas propriedades dos nimeros de Narayana sao demonstradas a fim de proporcionar um
incremento de familiaridade com esse sistema simbdlico. Por fim demonstramos uma
importante identidade envolvendo os nimeros de Narayana e os nUmeros cataldes o que
proporciona um interesse de pesquisas atuais envolvendo esses numeros.
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ABSTRACT

In this work we present the definition of the numbers of Narayana and some combinatory
interpretations of these numbers for some examples that we find for the Catalan numbers.
Narayana numbers have important mathematical properties and have applications in various
areas of Mathematics such as combinatorial analysis, statistics and others. Some properties of
Narayana numbers are demonstrated in order to provide an increase in familiarity with this
symbolic system. Finally we demonstrate an important identity involving the numbers of
Narayana and the Catalan numbers which provides an interest of current research involving
these numbers

Keywords: Numbers of Narayana, combinatory interpretation; Catalan numbers.

1. INTRODUCAO

De acordo com Stanley (2015, p.62) os niumeros de Narayana foram descobertos pelo
matematico britanico Percy Alexander MacMahon (1854-1929). Estes numeros foram
redescobertos por Tadepalli Venkata Narayana (1930-1987). Segundo Petersen (2015,
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p.23) os numeros Eulerianos sao definidos a partir de intimas relacbes com os
nimeros de Narayana, por meio de interpretacdao combinatéria. Por outro lado,
podemos perceber também, intrinsecas inter-relacdes dos niumeros de Narayana com
0s numeros de Catalan.

De acordo com Petersen (2015, p.23) fornecemos uma definicao formal extraida do
arranjo triangular que observamos na figura 1. Neste caso, o niUmero de Narayana
denotado por é interpretado como o nimero de permutacdes definidas a partir de
uma forma particular, para valores descendentes de k com a condicao O=sk=n. Os
numeros de Narayana podem ser definidos da seguinte forma:

Definicao 1: Para os inteiros 0 =k = n, os nidmeros de Narayana sao dados pela

N 1 ni(n-1 n| n! ) .
seguinte férmula: N(n,k)=" =20 kIl & | onde | k| Tials- k)1 € o conhecido
coeficiente binomial.

Nog =k=n=09

Figura 1 - Valores de paral :
mkl] 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 P
| 1 W
2 1 1 \ ~
3 1 3 1 A WA
4 1 6 6 1 (1)}--4--(3}--4--{1)
51 110 20 10 1
6| 115 5 50 15 1 (-4 (B) {8} --4--{1)
7l 12 105 15 105 A 1 INEYFSEYE)
§ 1 28 19 490 490 196 28 1 b0} 841051}
0| 1 36 336 1176 1764 1176 336 36 1
0] 1 45 50 220 529 5202 2520 50 46 | VEREYER - EEYER YRR

Fonte: Petersen (2015, p.209).

n-1 n
k k+1

A seguinte matriz M= " n+1 é definida em Petersen(2015, p.23) cujo
k k+1

determinante & det2 )= "L N | =ng) =N

eterminante é det(M,,) = v s el el ™ n,k) =N, .

Neste trabalho daremos algumas interpretacdes combinatérias para os nimeros de
Narayana, mostraremos algumas propriedades importantes desses nuUmeros e
demonstraremos uma importante identidade conhecida como identidade de Narayana.

755



Revista Thema ﬁ

v.17 ‘ n.3 ‘2020

Grimaldi (2012) fornece a seguinte definicao para os niumeros de Narayana:

N(0,0) =1
N(n,0) =0,n =1
n

1[n
Nk ==t 1l

nlk

n=k =1

2. INTERPRETACOES COMBINATORIAS PARA OS NUMEROS DE
NARAYANA

Quando estudamos os numeros de Fibonacci percebemos que cada um desses
ndmeros pode ser expresso como uma soma de coeficiente binomial. Uma situacao
semelhante ocorre para os niUmeros catalaes por meio dos niumeros de Narayana. Na
tabela abaixo podemos observar alguns valores para N(n,k):

Tabela 1 - valoresde paral=sk=n=<7.

nhk 1 2 3 4 5 6 7 Row Sum
l 1 l
2 1 I 2
3 1 3 1 5
4 1 6 6 I 14
5 1 10 20 10 L 42
6 1 15 50 50 15 I 132
7 1 21 105 175 105 21 [ 429

Fonte: Grimaldi (2012, p.268).
A ultima coluna da tabela acima sugere que para n=1, é vdlida a seguinte identidade:

Nn,1)+N(n,2)+N(n3)+...+ N(n,n) =2Nn,k =C,, onde C, é conhecido como o nimero

k=
de Catalan. Essa identidade serd demonstrada, mas antes daremos algumas
interpretacdes combinatdrias para os niumeros de Narayana.

De acordo com Grimaldi (2012) fornecemos algumas interpretacdes combinatérias dos
nidmeros de Narayana para alguns exemplos que encontramos para os numeros
catalaes. Nos exemplos a seguir veremos algumas dessas interpretacdes.

Na figura 2 temos cinco caminhos de rede de (0,0) a (3,3) que nunca se elevam acima
da reta y=x. Vemos que existe 1=N(3,1) caminho com uma abertura de onde existe
um R seguido de um U, onde R é considerado como o0 movimento para a direita e U o
movimento para cima. Além disso, temos 3=N(3,2) caminhos com tais voltas e ainda
1=N(3,3) caminho com 3 dessas voltas.
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Figura 2 - Caminhos de rede de (0,0) a (3,3)
gue nunca se elevam acima da reta y=x.
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Fonte: Grimaldi (2012, p.269).

Temos o caso de n parénteses do tipo () e queremos saber de que forma podemos
ordenar esses pares de parénteses de forma que ndo existam pares de parénteses
abertos. Para n=3 temos:

Podemos ver que existe uma expressao com uma ocorréncia de “()"’,ou seja N(3,1)=1,
existem trés expressdes com duas ocorréncias de “()”,ou seja N(3,2)=3, finalmente
existe uma expressdao com trés ocorréncias de “()”, ou seja, N(3,3)=1.

A figura 3 nos mostra como os nimeros de Narayana podem contar os caminhos Dyck
(ou cadeias de montanhas). Descobrimos que existe um caminho Dyck com 1 = N (3,

1) pico onde existe um ), Seguido por um (\L). Além disso, existem 3 = N (3, 2)
caminhos Dyck com dois picos, e 1 = N (3, 3) com caminho Dyck de trés picos.
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Figura 3 - Caminhos Dycks ou cadeias de montanhas.
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Fonte: Grimaldi (2012, p.272).

3. PROPRIEDADES DOS NUMEROS DE NARAYANA

Além de algumas interpretacbes combinatdrias que demos para os nUumeros de
Narayana veremos agora que estes nuUmeros satisfazem determinadas propriedades
gue sdo importantes para aplicacao da definicdo e podem proporcionar um acréscimo
de familiaridade com essa notacao simbdlica. Apresentamos, assim, o seguinte
teorema:

Teorema 1. (Grimaldi, 2012): Para quaisquer inteiros n e k e de acordo com a definicao
do numero de Narayana, temos as seguintes propriedades:
L.N(n, k) =N(n,n+1-Fk),n =k =l propriedade de simetria)

n+1|
Nn+Lk+1) :[ " ' N(n.k),n =k =0( propriedade de absor¢ao)

k+1

[

3.0 ANk eny =] T NGk =k =1
1 k+1

n-k+2
2

n+l
Nm+1,k) :[ 5 ]N(n,k),n >k =1

-

S.(n+1D).N(nk)=(n- ]].: N(n-Lk-1)+N(n- ],f\': +2

n-1
g =k =2

k-1
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Neste trabalho iremos demonstrar as propriedades 5 e 6. A propriedade 5 nos

n

k+1

ON(n+lLk+1) = =k =1

n+l n n

permitird usar o importante resultado: = + 1k paran =r =1. A propriedade
r r r-

6 sera atil para a demonstracao da importante identidade:

N(n,1)+N(n,2)+ N(n,3)+...+ N(n,n) :ZNM =C,. A seguir daremos as demonstracdes

k=

das propriedades 5 e 6.

Demonstracao da propriedade 5: Temos que:

‘h— ]
(n — D[N — 1k — 1) + N(a |_m|}:(k i)

A

k—2) 7 ko

po—1" n—1 m— 1 n—1

(k—:,}Jr(k—:__)]Jr[( k )+(J;—l)”

H } (.l‘.-‘) (n—l"‘ (H—l—l) (rt—kl\)(n—]‘]

- = -

k—1, K L‘—l) ko, ko J\k—1,
(n+ L) (n — 1)

klin + 1 =kt ik — Dilin — k)t

! K {n— 1!

=i{n+ 1) .
Elin + 1 — ki nik—1n —k&)!

) (l m! n!
={n+ 1) )
' Chn ) ke — e k=141 — &)

1y /n M _ _
={n+1) ) () ) ) ={n+ LINn ky, n=k=2,
nt \k;ANK— 1,

Para a demonstracao da propriedade 6 devemos observar que:

n+l
k

n+l
k+1

1 .
n+l

Nn+Lk+1)=
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1 (n+1)! (n+1)!
L (k+DIn- ) ki (n+1-k)!

_ n! (n+D)n!
C(k+Dkln- k) k) (n+1- k)(n- k)

_n! n! (n+1)
K\ n- k) k(- k) (k+1)(n+1- k)

|n ’ n+l
k| (k+D(n+1-k)
Assim,
rc)z ( no ( H )
(k; Lk — l/) YRy

(r-)z p! k& n!
K (h—1lin —k+ 100 EE+ D — &k — 1)

(f ]' nlk nlin — &)
N K kW =k <4 Dp = k)Y (k- ke = &)!
7 ) ) . .
(‘ H ] - ( .F.‘) kin — k)
Nk, k) o=k 41Kk + 1)

_ (’H ‘]2 _] kin — k)

KL _fr.'—k—]'|{k—|-lj_
...... (“‘]z'f”—k—l'l{k—la k(n — k)
N -.-Ef F, _i__ﬁ -k -+ 1]“-., ----- [y ':j.i'i' — 4 l]l;( + 13

(n)z Tnk —k* vk An—k+ 1 —kn+k°
N (n—k+ Lk + 1)

i n 1 (.r:‘ : n+ 1
N (k) (n—k+ Dik+1) ch (k++ 1)n —k 4+ 1)

Portanto,

NoL 4 1k + 1 (.”'\ 2 ( " ) ( ! ) k=1
VK o = —_— . H > K = .
: "=k ) VAV S

Na secao seguinte iremos demonstrar uma importante identidade que relaciona os
numeros de Narayana com os nimeros de Catalan.
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4. IDENTIDADE DE NARAYANA

Nesta secao iremos provar a seguinte identidade:

N(n,1)+N(n,2)+N(n,3)+...+ N(n,n) :ZN,,’,C =C,, onde Cn & conhecido como sendo o

k=1

1
namero de Catalan, definido por: C, =——-

" . Antes de demonstrarmos essa
n+

n

importante identidade precisamos verificar dois lemas que serao enunciados a sequir:

Lema 1 (ldentidade de Lagrange): Este resultado é nomeado apds o famoso
matematico francés Joseph-Louis Lagrange (1736-1813).

Paran =0,

" (n) B (zf-.-*

k=0\k/ \n J

Prova: A partir do teorema binomial, sabemos que o coeficiente de x” em (1 + x)*" é
Iflr."J-l

n /. No entanto, é também o caso que

(1 4+ xP" = (1 +x"(1 + x)"

=[(6) + (D) )7+ + ()]

L . A k! g b A
[ {n I N oY ny o,
T T R R R T
|0, F— 2 =1 H
. ; I-'r.\, .-:'?\I + I-'rﬂ, iRy e .':"a‘hI I-' LA R + I-'r-", .-??\I
onde o coeficiente de x”7 é ‘o/in/ T Miflp—1f T A2 bn2d \n/l0/ Desde a
A . H .. s
\k/ =lp-t) Seque-se que o coeficiente de x” em (1 + x)* é
TAWEE EAWEE Yy R Yy (m A Fry 2
I__ﬂ__: |I['|Jl| | I._-__. |_|] | [;‘Jlll:\.:l | e | [n'}:‘.”‘j _}..-:_' ﬂl._,l:-_.' .
Consequentemente,

N n ) : 2n
Famm—y k - " J )
Um resultado parecido sera mostrado a seqguir:

Lema 2: Paran =0,

L)) -5 ) ()
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PR

{ n ‘\I .
Prova: A primeira igualdade segue porque ! o) =711 =0 para estabelecer a segunda
igualdade, mais uma vez usar o teorema binomial. Na expansao de (1 + x)?, O

F 2R
coeficiente de x™*? é ‘n+ :J. No entanto, desde

(1+ 0% =1+ 0%+ x)"

[ .f:l.\ .H\ i . n r.'_
_ _(ﬁ) | (;)“ (J-* b (1))
[ 4 4 ( n ) 2 ( " ) el (H‘ ﬂ
. X X X
| ([]) n -2, =1, HJ ’

€ também o caso que o coeficiente de x"*? é

B0+ ()

£

-GGG ++0")
-2 (00)

Consequentemente,

n s 3 I .j
. (re)( " ) _ ( 2n )
k=2 kS Ak =2, n42

Os resultados dos Lemas 1 e 2, juntamente com a propriedade 6, agora irao nos
ajudar a fornecer uma prova para o importante resultado que serd enunciado no
teorema a sequir:

Teorema: Paran = 0,

-
L Nin, k) = C,,.
k=0

Prova: O resultado segue paran = 0 por N (0, 0) = 1 = Co. Assim, a partir deste ponto,

consideramos apenas n = 1 e perceber queﬁf o N(n, k) =25 N(n, kigesde que N
(n, 0) = 0 para n = 1. Da propriedade 6, segue-se que

- \ 2 W .
o <.r;'. — 1 (.r;'. — 1 <.r;'. — 1
Nin k)= 1[ - _ ) : :
k IJ k=2, k J

Assim,
l: NG k) = Z: _ (1 ) nz Z: . (: _n (n : l\)
X y - WK — L s
Tﬂ I (}z [ Zn U= 1N [ — 1"
T L0\ J -y L(R 3)( k J
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=1y __ gm |-! _ ) ) ) Ll ‘m '-.2_\-\).? i Fi |'\,2_\-~r; 1 /m I"',2
Porque ! Uw ) =0 Eissoimplica que k=1 li 1) = 2oy = 2k=0\ &
=1 ogm 142 _ fdin—1n
. Do Lema 1 temos Z-k=0' k¥ )/ =% 41 ) Enquanto que de acordo com o Lema 2

segue-se que

n—1 yu—1ym—1y _ s=r—1 a1y /m—1%y _ ; 2(m—1)y __
2 r=2 Wk '-JI'- k J_Ll ll- k ]l:l l’ll_il.r.- 142/

f2m—10
Lomtl S

Consequentemente, verificamos a seguinte identidade:

~H 2n—2 I —
l‘_ Nin. k)= ) )
k n—1 n+1

& e

L)n

2(2n

3!

20 2n - 2)!

F Ll — 1)

12 — 23
Lilin + 1)

bt (2a)l

(2n —2) (2n — 22
=Dl =10 (n+n
(n+ ilp2n — 20!
—(n 4 Din)n = Din — 1)
(n — Lin — 2)(2r — 2)!
(n+ Lil{n — Lin —20n —3)!
(n 4+ LinK2Zn — 23! (n
 (m 4 Dl — 1) i
{(2n —2)! . 5
- — - {n" +nrn—(n" —3n+ '."-'.]J
in+ D)lin — 1)
(2n —2)
= - (dn —2) = —
(n+ D)ln — 1) {r
o 22a -1 (2n)(2n
(m =141

I (2! A

I (2n -
RS IR I(HJ_ "

5. CONSIDERACOES FINAIS

Os numeros de Narayana possuem propriedades matematicas

nim — it 4+ 13!

nlin + 1)

importantes e

aplicacbes em diversas areas da Matemética, entre elas, Analise Combinatéria,
Estatistica e outras. foram apresentadas algumas interpretacdes combinatérias dos
nimeros de Narayana para alguns exemplos que encontramos para os nimeros de
Catalan, como por exemplo, o fato desses nimeros serem usados para contar certos

caminhos de rede.

Descrevemos algumas propriedades importantes dos nimeros de Narayana, entre elas
propriedades de simetria e de absorcao e apresentamos a demonstracao de algumas
dessas propriedades. Vale destacar que essas propriedades sao importantes para a
aplicacao da definicao do numero de Narayana.
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Dois Lemas sao apresentados com o objetivo de ajudar a fornecer uma prova para
uma importante identidade que relaciona os nimeros de Narayana com 0s ndmeros
cataldaes. Por fim demonstramos essa identidade que relaciona os ndumeros de
Narayana com os numeros de Catalan.

Finalizamos este trabalho observando que a generalizacdao dos nimeros de Narayana
nao se esgota por aqui. Em Petersen (2015, p.273) ainda deparamos a nocao abstrata
de W-numeros de Narayana, que podem servir para futuras investigacdes envolvendo
este assunto. Destacamos que esse assunto pode ser transformado em um conteudo a
ser ensinado, conforme observamos no trabalho de Alves (2018a), onde o autor
através de uma determinada teoria de ensino propde algumas situacdes didaticas a
serem trabalhadas em sala de aula sobre os niumeros(generalizados) de Catalan.
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