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CIENCIAS EXATAS E DA TERRA
ﬁ Brahmagupta e alguns elementos historicos da
matematica hindu

Tl‘i El I A Brahmagupta and some historical elements of Hindu Mathematics

Francisco Regis Vieira Alves’

RESUMO

Deparamos nos livros de Histdria da Matematica, de modo predominante, um discurso essencialmente
europeu e que descortina os processos de génese matematica de uma cultura epistemoldgica apenas no
Ocidente. Por outro lado, ainda observamos pouca divulgacao cientifica da matematica produzida pelos
indianos, pouco presente nos compéndios de Histéria da Matematica. Dessa forma, no presente trabalho,
abordamos alguns elementos de ordem histdrica e matematica do matematico indiano Brahmagupta Sphuta
Siddhanta. Como elementos principais do trabalho, discutimos algumas ideias introduzidas de forma pioneira
por Brahmagupta, concernentes ao processo de composicao e determinacdo de solucdo de equagbes

diofantinas do tipo Dx*+k = yz. Alguns vestigios da contribuicdo matematica do mesmo e, por fim, uma
breve indicacdo de pesquisa e interesse atual de especialistas e matematicos profissionais sobre a
generalizacao de algumas de suas ideias.

Palavras-chave: Histdria da Matematica; Matematica indiana; Equacdes de Brahmagupta.

ABSTRACT

In the History of Mathematics books, we find a predominantly European discourse that reveals the processes
of mathematical genesis of a culture with epistemological genesis only in the West. On the other hand, we
still observe little scientific dissemination of the mathematics produced by the Indians, concerning the
History of Mathematics compendia. Thus, in the present work, we approach some historical and
mathematical elements of the Indian mathematician Brahmagupta Sphuta Siddhénta. As main elements of
the work, we discuss some ideas pioneered by Brahmagupta, concerning the process of composing and

determining the solutions for the diophantine equation Dx* +k = y2, some traces of its mathematical

contribution and, finally, a brief indication of research and current interest of experts on generalizing some
of your ideas.
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1. INTRODUCAO

Segundo Puttaswamy (2000, p.415), Brahmagupta Sphuta Siddhanta nasceu em 598 a.C. e
escreveu a celebrada obra intitulada Briihmasphutasiddhiinta e que foram traduzidos para o inglés
por H. T. Colebrooke (1765-1837), envolvendo 1000 versos distribuidos em 24 capitulos. (DUTTA,
2002, p.7). Ele foi o primeiro matematico indiano a introduzir zero como digito. Isto foi traduzido
para o arabe com o titulo Sindhind. O segundo livio tem 194 slokas e trata de cdlculos
astrondmicos em 9 capitulos. Ele certamente era um matematico de preeminéncia por vezes, mas
ele também tinha o habito de criticar fortemente seus antecessores por algumas de suas falhas e
omissoes. (PRANESACHAR, 2012).

Puttaswamy (2000) assinala o interesse de Brahmagupta por triangulos retangulos, cujos lados
sdo racionais e forneceu, também, uma solucdo geral da terna (a,b,c), do tipo indicado por

a=2mn,b=m>-n>,c=m>+n>, onde "M:" s3o nimeros racionais. Para o problema de
construcao de um triangulo retangulo, por exemplo, com os lados racionais, dado um lado

2 2
a 1(a

arbitrario ‘a’, o matematico Brahmagupta produziu a solucdo a’E(__n)’E(_+n)’
n n

aonde 7 é um numero racional diferente de zero. (PUTTASWAMY, 2000, p.415).

Outro interesse desenvolvido Brahmagupta envolveu o estudo das solucbes de equagoes
diofantinas. Reconhecidamente, o matematico indiano foi responsavel pela introducdao de ideias
mais gerais sobre regras de composicao das solugdes de uma equagao, todavia, apenas alguns
casos particulares foram resolvidos pelo mesmo, como verificaremos nas segoes vindouras. No
trecho, em seguida, podemos compreender algumas das nocdes matematicas abstratas
introduzidas pelo matematico indiano Brahmagupta, como explica Dutta (2017) a seguir.

Em Matematica, uma lei de composicdo combina (isto &, “Compde”) dois objetos
matematicos de um certo tipo para produzir um terceiro objeto do mesmo tipo; por
exemplo, pode combinar duas solugdes de uma determinada equagao para gerar
um terceiro solucdo da equacdo, ou pode combinar dois polindmios e/ou
expressdes de uma forma particular para produzir outra expressao da mesma
forma. (DUTTA, 2017, p.13).

Acima observamos as consideragdes do autor sobre a contribuicao de Brahmagupta em termos de
ideias matematicas, todavia, para adquirir uma compreensdo realmente significativa sobre a
Matematica indiana, observamos o carater de imprescindibilidade para atentarmos, por exemplo,
para elementos marcadamente culturais e religiosos advindo da cultura indiana ou hindu.

2. ALGUNS ELEMENTOS DE ORDEM HISTORICA DA MATEMATICA INDIANA

Plofker (2007, p.10) comenta que, de modo geral, a literatura sanskrita pode ser referida como um
“oceano de conhecimentos”, observada como uma “apropriada metafora da vasta abundancia de
assuntos compreendidos pelas variagdes da literatura sanscrita”. Os textos Vedas sagrados, cujo
nome literalmente significa "conhecimento”, sao muitas vezes considerados o fundamento da e
para a aprendizagem. (Plofker, 2007, p.10). Além de enfatizar o significado da palavra falada, o
sanscrito, segundo as tradigdes intelectuais, geralmente consideram que o conhecimento se baseia
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e se fundamenta em ensinamentos realmente divinos. O verdadeiro conhecimento de qualquer
tipo era necessariamente parte da verdade fundamental dos Vedas. (DATTA; SINGH, 1938).

Plofker (2007) comenta problemas e entraves substanciais oriundos da tentativa de sua tradugao,
por parte de especialistas ocidentais, como vislumbramos logo abaixo no excerto.

[...] Os estudiosos europeus que encontraram textos matematicos indianos nos
séculos XVIII e XIX freqlientemente estavam completamente a deriva em relagao
as idades dos textos, suas inter-relagbes e até mesmo suas identidades. O grande
numero de tais obras e a incerteza envolvendo até mesmo a cronologia basica da
literatura sanscrita deu origem a uma grande confusdo, grande parte que
sobrevive até hoje em discussdOes sobre matematica indiana. Essa confusdo foi
agravada pelo fato de que autores de diferentes métodos matematicos e textos,
por vezes, possuiam o mesmo nome e textos diferentes as vezes tinha 0 mesmo
titulo. Mesmo quando os tratados mais conhecidos foram resolvidos com
profundida, no inicio do século XIX, os historiadores ainda tinha muitos problemas
vexatorios para enfrentar. Muito matematica do material estava incorporado no
contexto muito desconhecido da astronomia indiana medieval e astrologia. O estilo
de sua apresentacdo, em alta compressdo do Verso sanscrito, era igualmente
alienigena. No entanto, o material também possuem muitas semelhancas, desde
seus numeros decimais até suas formulas trigonométricas, a certas caracteristicas
da matematica ocidental. (PLOFKER, 2007, p.1-2).

Bag (1977) assinala a contribuicdo de varios matematicos hindus, dentre eles destacamos:
Aryabhata (476, a.C.), Bhaskara I, Bhaskara II, Narayana, Kamalakara efc. Logo em seguida,
registramos que Datta e Singh (1938) comentam a contribuicao hindu visando a introdugao de
determinadas idéias e operacdes matematicas hindus, como depreendemos do trecho.

Os hindus em sua aritmética definem zero como o resultado da operagdo. Essa
definicdo é encontrada no trabalho de Brahmagupta e é repetido em todos os
trabalhos posteriores. E usado diretamente na operacdo de subtracdo. Na
execucdo de operagOes aritméticas, sao necessarios os resultados das operagoes
de adicdo, subtracdo e multiplicacdo de zero e por zero. Os hindus nao
reconheceram a operagao de divisao por zero como valida em aritmética; mas a
divisdo de zero por um numero foi reconhecida como valida. (DATTA; SINGH,
1938, p.239).

Dutta (2002) explica que no periodo védico, segundo a cultura indiana, a existéncia de antigos
textos, dentre ele o Sulbasutras, composto em 800 a.C. O conhecimento matematico presente
nesse texto data ainda mais anterior e que se constituem como a discussao de determinados fatos
propostos pelos Brahmanas e Samhitas, segundo a literatura védica. O antigo texto Sulbasutras
apresenta varias compilacdes e orientacdes para a construcao de altares religiosos, com profunda
importancia na cultura indiana. Na figura abaixo, divisamos alguns elementos matematicos
presente no texto Sulbasutras e, ao lado direito, um exemplo de plano descritivo para a construcao
do altar do falcao. Segundo Dutta (2002, p.5), no antigo texto Sulbasutras encontramos aplicagdes
do teorema de Pitdgoras e varios outros métodos de contrucdo de figuras. Algumas dessas
construgdes envolvem aplicacgdo de principios derivados de identidades matematicas que

2 2
conhecemos atualmente por: (aib)2 =a’ +b’ £2ab,a’ -b’* = (a+b)(a-b),ab = (a;b) —(a;b) '

757



Revista Thema ﬁ

v.16 n.4 2019

2 2
n-a =(nT+l) az—(nT_l) b* etc. Na figura abaixo visualizamos dois exemplos discutidos por

Dutta (2002) que demonstram aplicacdes praticas de resultados elementares da Geometria Plana.

Figura 1 — Dutta (2002) fornece varios exemplos da cultura matematica indiana
fortemente impregnada pelos elementos de ordem religiosa.

Fonte: Dutta (2000).

Beauregard e Suryanarayan (1998, p.13) comentam que Brahmagupta analisou uma extensa
classe de triangulos, cuja area se podia determinar por intermédio da formula de Heron, que

a+b+c

conhecemos por A = \/s-(s -a)(s-b)-(s-c),s = . Os autores comentam que o mesmo

determinou um conjunto de triangulos heroninanos, com lados consecutivos, que observamos na
lista: (3,4,5),(13,14,15),(51,52,53),(193,194,195),(723,724,725),(2701,2702,2703),(10083,10084,1008),

(37633,37634,37635). O método pelo qual Brahmagupta determinou tais valores, entretanto,
envolve um completo mistério, segundo Beauregard e Suryanarayan (1998, p.13).

Para exemplificar, vamos considerar um tridngulo de Brahmagupta com lados (¢ -1,7,7+1), onde ¢
€ um inteiro positivo. Na figura 1, Beauregard e Suryanarayan (1998) consideram um triangulo de

a+b+c t-1+t+t+1 3¢ i
= =—. E, pela formula
2 2 2

Brahmagupta. Seu semi perimetro sera dado por s =

2
t t
de Heron, podemos determinar que A = 5 3 [(5) —1] . Beauregard e Suryanarayan (1998,

p.14) impdem a hipotese adicional que a area A deve ser um inteiro e, como consequéncia, sua
respectiva altura devera ser um miltiplo de 3. Com efeito, desde que

o

2

A=< 3

2
t
—1] < 4N =t23[(5) —1} e podemos determinar que 16A* =3¢*(t* —4) . Com origem
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. . . . a-t . s
na figura 1, sabemos que sua area € dada ainda pela formula A = Y e, efetivando a substituicao

2

a’t?

correspondente, encontraremos ainda que 16A”> =16 =d4a’t* =37 (1" -4) <= 4a *=3(1* - 4).

Figura 2 — Beauregard e Suryanarayan (1998) discutem propriedades de um triangulo de Brahmagupta.

Figure 1. A Brahmagupa mangle

Fonte: Beauregard e Suryanarayan (1998).
Na etapa seguinte, Beauregard e Suryanarayan (1998, p.14) consideram os casos em que ¢ é par
ou impar. Se t =2x+1 é impar, a partir da expressdo 4a °=3(t> -4) <> 4a *=3(4x’+4x+1-4) =
=3(4x’+4x-3), isto &, a expressdo correspondente ao lado direito fornece sempre um ndmero

impar 3-(4x’+4x-3), todavia, ao lado esquerdo, temos o nimero par 4a>. Por conseguinte, a
Unica possibilidade a ocorrer € quando ¢=2x, entdo poderemos escrever a expressao

. x : A,
4a *=3(4x’-4) <> a *=3(x’-1) e a area do tridngulo A =a-x, ou seja, temos que a=— é um
X

nimero racional. Todavia, desde que a *=3-(x’-1) que corresponde a um inteiro e,
consequentemente, o termo @ deve ser também um inteiro e mdltiplo de 3. Finalmente,
Beauregard e Suryanarayan (1998, p.14) consideram a seguinte substituicdo indicada por a =3y e
determinam, em seguida, a seguinte equacdo particular 9y> =3-(x’-1) <> x’-3y° =1 0 que
produz/representa a emblematica equacao de Pell e que se consubstancia por um caso particular
resolvido por Brahmagupta. Junod (2015) descreve o comentario a seguir.

A partir de uma solugdo da equacdo (x,y) da equacdo
xz—n-y2=£,8e{t1,i2,i4}. Brahmagupta (598-668) encontrou solucdo,

para o caso (x',»"), com x'>x,6 =1 e que podem ser deduzidas infinitas

solucbes a partir desse caso. Depois, Bhaskara II (1114—1185) desenvolveu o
algoritmo ciclico, chamado método chakravala, para produzir solucdo para a

equacio x> -n- y2 =1. Esse topico interessou aos matematicos europeus,

ignorando o trabalho dos matematicos indianos, apés um desafio proposto em
1657 por Pierre de Fermat (1601-1665). (JUNOD, 2015, p.1).
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Antes de finalizarmos, atentamos para as explicagdes de Junot (2015) que observa que equagoes
do tipo x’-n-y* ==1, onde 'n’ é um termo livre de quadrado, foram estudadas por varios

matematicos indianos, todavia, seu trabalho foi desconsiderado pelos matematicos europeus. Van
der Waerden (1983, p.147), por exemplo, explica que no livro de abordagem sobre Astronomia,
presente em um livro de Brahmagupta, no século XVIII, incluindo a solucdo de equagao
diofantinas e, em linguagem moderna, a solugdao da equacao de Pell, em sua forma geral

Dx* +c= y2 e que nao recebeu o devido reconhecimento. Em sua tese de doutorado, Rama

(2017, p.241) comenta o seguinte procedimento comentado em forma de verso: “O restante
encontrado da divisao do divisor (a) relacionado ao restante maior (R1) ao divisor (b) relacionado
ao restante menor (R2) é dividido mutuamente e os quocientes sao dispostos um abaixo do outro”.

Na figura 3 observamos um verso descrito por Brahmagupta em seu manuscrito e que, do ponto
a=b-q+r

b=r-q +r,

r=r-q,+r
. 7. . . . e~ 1 2 3
de vista matematico, envolve o seguinte algoritmo da divisao:
n=rn-4q;+n

r= rn+l 'qn+2 +7

n n+2

Figura 3 — Rama (2017) comenta e explica alguns versos de Brahmagupta envolvendo operacoes.

Sutra: 7.2. Brahmasphuta: XVIII-3-5

TR A |

T, 7, T TRTAISN: T4 Ra 1|

i R qEssRRRT S |

R T WA e TR I

Helis FRSHR SRt 9|

eI m e i Brahmasphuta Sidedhanta-XVII 3-5

Fonte: Rama (2017).

No proximo segmento, abordaremos algumas propriedades matematicas que envolvem um
engenhoso e inovador processo de geragao de solugdes infinitas introduzido por Brahmagupta para
equacdes diofantinas e que, segundo Pranesachar (2012, p.252) foram “exploradas por
matematicos europeus e agora se mostram interessantes para os tedricos dos nimeros e as
fragOes continuas funcionam de modo fundamental”.
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3. IDEIAS E PROPRIEDADES INTRODUZIDAS POR BRAHMAGUPTA

Na presente secdo, consideraremos a equacdo quadratica indeterminada Dx’+k =y*, com a

condicdo de que D >0. Neste caso, Murthy (2009, p.103) considera que D,c sdo nimeros
inteiros dados e o niumero D é diferente do quadrado de um ndmero. Murthy (2009, p.108)
explica que o método de Brahmagupta para encontrar uma solugao geral, em termos de inteiros

positivos, para a equa¢do Dx* +1= ", onde D >0 é diferente de um quadrado.

Mishra (2014, p.14) explica que “Brahmagupta e outros ndo possuiam métodos para resolver a
equacdo Dx’ +k =y*>, a0 menos nos casos de k==1,%2,+4, Todavia, Bhaskara superou tal

deficiéncia pela introducdo do método cakravala ou método ciclico”, por causa do seu carater
interativo. Nosso primeiro teorema envolve “um principio enunciado pela primeira vez por
Brahmagupta e que equivale ao moderno principio da composicdao de formas quadraticas.”
(AYYANGAR, 1931, p.9-10). Dutta (2017, p.13) explica que “o termo sanscrito bhavana era
empregado pelos antigos algebristas indianos para nomear o principio de composicao introduzido
por Brahmagupta” e exemplificaremos seu principio no teorema 1.

Teorema 1 (Brahmagupta — Bhdvana): O espaco de solucdes para a equagdo Dx’ +k =y’
admite as seguintes operacoes (xl,yl,ml) ®(x2,y2,m2) =(x1y2 *X,,,Dx,x, £ y,y,,m, 'mz) . Em
outra palavras, se temos duas solugOes indicadas por (xl, yl,ml) e (xz, yz,mz) sao solugdes da
equacdo Dx’+k =y, entdo sdo ainda solucdes seguintes (xly2 +X,),,Dx,x, +y1y2,m1'm2) e

(%9, = %,3,, Dx,x, = »,3,,m, -m, ) . (Dutta, 2017, p.78).

Teorema 2 (Brahmagupta — Bhdvand): Se Dx’-4=3°, entdo x=pgr,y=(q" +1)(r-1)
satisfazem a equagao, em que 7 = %(q2 +3)q° +1).

Prova: (Dutta, 2017, p.14) orienta empregar, como sugestdao, o0 método bhavana, introduzido por

Brahmagupta, para a terna (p,q,—4).

A partir dessa descricdao, Dutta (2017) comenta que as identidades de Brahmagupta que ficaram
conhecidas pela seguinte formulagio (3’ - Dx} || v’ =Dx; | =(Dxx, = y,y,)" - D(xy, £ x,,)".

“Tal resultado foi descoberto por Euler no meio do século XVIII. Euler em seus escritos, nominou
como teorema eximium.” (DUTTA, 2002, p.78). Vejamos, em seguida, a descricao de alguns lemas
gue nos auxiliam na compreensao dos teoremas acima.

Lema 1 (Principio da composicdo — Brahmagupta): Se (x,y) =(a,f)é uma solucdo da

equacdo da forma Dx’+k=)" e (x,y)=(a',B') é uma solucdo da equacdo Dx’+k'=y’.
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. . . (ap'+a'p,BB'+ Daa’) .
Entdo, as expressdes dadas pelas expressdes (x,y) = sao solugoes

(af'-a'B, pp'- Daa’)

para a equagiio Dx” +k-k'=y’.

Prova: Tendo em vista nossas hipoteses iniciais, vamos considerar as equacdes k = y2 -Dx* e
k'=y*-Dx*, com solucdes respectivas indicadas por (x,y)=(c, ) e (x,y)=(a',f"). Vamos,
entdo, tomar a expressdo (x,y)=(af'+a'p, '+ Daa') . Em sequida, vejamos que y° —Dx* =
=(BB'+Daa')’ -D(af'+a'B) =(B*B +D’a’a”+2BB'Daa')-D(a’*B*+a"” B +2aB'a' B)
=B’B+D’ad’a”+2DpBB'aa'- Do’ B -Da” B° -2DBB'ac' = B> - B*-Da’ - 7+ D’a’a” - Da” B°
=B"*(B* - Da’)+ Da"(Da’ - p*) = f*(B* - Da’) - Da*(B* - Da’) = (B - Da")(B* - Da’) =
=k-k'. Repetiremos 0 mesmo procedimento, tomando agora (X,y) =(af'-a'B,Bp'-Daa').
De fato, vejamos que y° —Dx* =(BB'-Daca')’ —D(efB'-a'B)’ = B°B"+ D*a’a”-26B ac' D
-D(@’*B +a” B -2BB'aa") = BB+ D’a’a’-a’B* D-a” B°D= BB -a’B” D+ D'a’a” -
a"” B’D=(p*-Da’)-B”+Da”(Da’ - %)= (B* -Da’)- B~ Da (B’ - Do) = (B* - Da*)-
(B°-Da”)=k-k', isto é encontramos uma solugdo (af'-a'B,BB'-Daa') para a equacio

indicada por Dx* +k-k'=y*>. O
Lema 2 (Brahmagupta): Se (x,y)=(a, ) é uma solucdo da equacdo da forma Dx’+k =y?,
entdio (x,y)=(2ap,B’ +D-a’) é ainda uma solucdo para a equacio da forma Dx” +k-k=y".

Prova: Repetindo o procedimento anterior do lema 1, podemos verificar que temos ainda
Y -Dx*=(B°+D-a’)Y -D-Qap) =p'+D’-a'* +2a’ - f°D-4-a’’D=p* +D*-a* -2-a’ B*D
=p*-2-a’B’D+a'D* = (B> -Da’)’ =k, ou seja, vale que y° — Dx* = k*. Cabe observar que, a
partir do lema 1, uma solugdo geral indicada por (af'+a'B,BB'+ Daa’), se tomarmos
(x,y)=(a,B) =(a',B"), determinaremos que (af3 + af, BB + Daa) = (2af, B’ +D-a*). O

Lema 3 (Brahmagupta): Se (x,y) =(a, ) é uma solucdo da equacdo da forma Dx* +k°* = y?,

de forma que k\a e k\ B, entdo (x,y) = (%,g) é uma solucdo da equacdo Dx’ +1=y7.

Prova: Basta considerar os elementos (o', /3')=(%,§) e, em seguida, observar que teremos
2 2 2 2 2
-Da’ k . a B,
" - D(a') = il _pl& =ﬁ—=—=1,ousea,temos ue (x,y)=(—,>) é uma
(B -D(a") i P pE pE ] que (x,y)=( P k)

solugdo para Dx* +1=y". O

Lema 4 (Brahmagupta): Se duas solugdes da equacdo Dx’ +k”> =3” sdo conhecidas, entio
qualquer outra solugdo pode ser determinada pelo principio da composicao.
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Prova: Basta empregar os lemas 1, 2 e/ou 3. [J

Lema 5 (Swamy, 1998): Se (x,y)=(a,f)é uma solugdo da equacdo da forma

B

x> —-Dy* ==d-k*, tais que k\o,k\f entdo (a',8") = (%,;) é uma solugdo de x* - Dy* ==d .

Prova: Vamos considerar (x,y) =(a,3) é uma solugdo da equacdo da forma x° - Dy’ ==d-k°,

tais que k\a,k\B. No passo seguinte, verificaremos o comportamento do termo

B ay ﬁ)2=a2—D/a’2=id-k2

—). De fato, basta notar que | — | =D ==xd .0
k) a (k) (k K K

'gny = (&
(@)=

Swamy (1998, p.125) comenta que, como consequéncia dos lemas anteriores, podemos verificar
que x’-Dy>=1 é sempre solivel por inteiros, enquanto que, a equacdo x°-Dy’ =-1 ndo
possui inteiros como solugdo, a menos que o termo D seja expresso como soma de quadrados, e
foi verificado por Bhaskara, conforme explica Swamy (1998).

Na secao subsequente empregaremos alguns dos resultados indicados ha pouco com o escopo de
compreender 0 emprego e a operacionalidade das ideias introduzidas por Brahmagupta.

4. EXEMPLOS E APLICAGOES DO METODO DE BRAHMAGUPTA

Vamos considerar a seguinte equacdo 92x”+1=3”. O método de Brahmagupta consiste em
determinar uma solucdo inicial (&, ) para a equacdo 92x° +1=y*. Assim, vamos verificar que
ocorre 92-12 +8 =10%, correspondente com a seguinte equagdo 92x° +8=)’. Dessa forma,
vamos considerar a tripla (x,,»,m ) =(1,10,8) e, aplicando o principio da composicdo consigo
mesma, devemos encontrar que (1,10,8) ©(1,10,8) =(1:10+10-1,92-1-1+10-10,8-8) = (20,192,64) .
Agora, reparemos que a tripla (20,192,64) correspondente a solugdo da seguinte equacdo

92x* +64 = y*, tendo visto que 92-20% +64 =192>. Em sequida, a partir do lema 3, podemos

2 2 2 .g2 2
considerar a seguinte expressao 92-2giz+ﬁ=192 <—>92-2 > +1=192

s & & =576=(24)’. Ou

2
. o 5 . . o
ainda, encontramos a expressao 92-(5) +1=(24)" e que equivale a determinar uma solugdo

ndo inteira para 92x° +1= y*. Em seguida, aplicando de novo o principio da composic3o, relativa a

solucdo (3,24,1) escrevemos: (%,24,1)@(%,24,1)=(%-24+§-24,92%-§+24-24)=(120,1151;1).

Por conseguinte, encontramos agora que x=120 e y=1151 ¢é outra solucdo inteira para a
equacdo 92x° +1=y". Dutta (2017, p. 14) explica, por exemplo, que “a ideia de Brahmagupta

envolve também determinar solugdes mais gerais para a equagdo 92x* +z =y’ e que ajuda a

determinar solucdes particulares para 92x° +1=y>."
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2

Vamos considerar a equacdo 2x*+1=)" e, facilmente, encontramos uma primeira solucdo

(a,8)=(2,3). Analogamente, se considerarmos a equacdo 3x”+1=y’, encontramos uma
primeira solucdo (o, ) =(1,2) . Por intermédio do método de Brahmagupta podemos determinar
infinitas solucdes do tipo indicado (12,17),(77,90),(408,577),.... Enquanto que no segundo caso,
determinamos infinitas solugdes indicadas agora por (4,7),(15,26),(56,97).....

No caso de 61x>+1=y’, o matematico indiano Bhaskara II encontrou uma menor solu¢do no
século XII a. C. dada por (223 153 980; 1766 319 049), todavia, com o uso do método indiano
chamado de “chakravala”. Vejamos as seguintes instrugdes indicadas por Bhaskara, no livro II:
Que quadrado, cuja multiplicacdo encontramos 8 e junto com a unidade € um quadrado? Que
quadrado, cuja multiplicacao encontramos 8 e junto com a unidade é um quadrado?

A partir do primeiro questionamento, podemos escrever que 8x’+1=3)° e, do segundo
questionamento proposto pelo antigo matematico indiano, estabelecemos que 11x* +1=y°. Para
a primeira equagdo, por inspecdo, depreendemos que (@, ) =(1,3) sdo uma solucdo particular
para a equagao 8x2+1=y2, aonde k=1. Assim, tendo em vista o Lemma 2, sabemos que

(x,y) =(2ap, B> + D-a”) constitui uma outra solucio a equacdo 8x° +1° = y*. De fato, basta ver

que (x,y) = (6,3’ +8-1*) = (6,17) . De fato, verificamos que ocorre 8-6> +1%> = 289 =17°.

5. REPERCURSSAO DO PENSAMENTO MATEMATICO DE BRAHMAGUPTA

Brahmagupta, um matematico mais talentoso, viveu durante o periodo medieval e foi responsavel
pela criagdo de uma boa matematica na forma geométrica de teoremas e de resultados tedricos na
Teoria dos NUmeros. Pranesachar (2012) fornece as seguintes consideracoes.

Brahmagupta ocupa uma posicdo Unica na historia da matematica indiana antiga.
Ele contribuiu com resultados tdo elegantes para a Geometria e a Teoria dos
Numeros que os matematicos de hoje ainda se surpreendem com sua
originalidade. Seus teoremas que levam ao calculo do perimetro de um triangulo e
do comprimento das diagonais de um quadrilatero ciclico, construcdo de um
quadrilatero ciclico racional e solucdes inteiras para uma Unica equacdo de
segundo grau sdo certamente as caracteristicas de um génio. (PRANESACHAR,
2012, p.247).

Mais recentemente, Swryanarayan (1996) considerou a equacdo x> =¢-y>+m, em que ! é um
inteiro livre de quadrados. Considerou duas solugbes indicadas por (x;,y,,m,),(x,,»,,m,) e, tendo

em vista os teoremas anteriores, sabemos que (XX, £¢'y,y,,X,y, £ \X,,mm,) ¢ ainda uma

solucdo e que, considerando a seguinte matriz B(x,y)=(+ ty xx

Y .
) e a respectiva regra de

multiplicacdo pode ser verificada pela matriz B(x,y). Reparemos que temos ainda que
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-y =X

detB(x,y)=det( g )=M. Vejamos a seguinte propriedade indicada por Swryanarayan

(1996) no lema abaixo.

-y ==X

Y ~
Lema: Sendo a matriz Brahmagupta B(x,y) =( ), valem as relagoes.

(i) B(x;, ) B(xy,y,) = B(xx, 1 y,y,, Xy, = y,x,) ; (ii) det[B(x;, ) B(x,,y,)]=m, m, .

X y
Prova: Considerando as matriz de Brahmagupta indicadas por B(x,, y').=(+t-ly +;C) e
- 1 |

X y
B(x,,y,) = (+t~2y +; ) Temos, de imediato, o seguinte produto das matrizes de Brahmagupta
- 2 -2

B(x,,y,)B(x,,y,) = N N ) Y2 _ XX, +xt-Y,), XV, £ X, 0,
1)1 2902 £y, %X, -y, =X, Sl XY, ELYY, £ XX,

) . E, para

o segundo item, verificamos, de imediato que det[B(x,,y,) B(x,,y,)]=m m,, em que
xl2 =t-y12 xm e x22 =t-y22 =m, [

Em seguida, registramos um teorema verificado mais recentemente, na década de 90, e que
proporciona a determinacao de uma familia de solucOes por intermédio da nogao de recorréncia.

Teorema 3 (Swamy, 1998): Supor que a equacio x’-Dy’ =1 admite solucdes inteiras
positivas. Considerando uma solugdo inteira fundamental (a,b), isto ¢, os inteiros a,b como sua
+D-by, ,

yn = b'xn—l + ayn—l

X, = ax

n-1

~ ~ ~ ~ ~ 2 1
menor solugao. Entao { sdo solucdes da equacdo x,° - D-y,* =A"",

Prova: De fato, sendo a equacdo x> -Dy> =1 e uma solugdo fundamental que indicamos por

(a,b). Vejamos por inducdo matematica que assumindo (x,,¥,) =(a,b) e, considerando a
x, =ax,+D-by,=a’ +D-b’

Podemos verificar que x,* - Dy,* = A <>

seguinte recorréncia .
9 {yl=bx0+ayo=ab+ab=2ab

(a® + Db*)’ = D(2ab)* = a* + D°b* +2a°b’D - 4a’b’D = a* + D*b* - 2a°b>D = (a*> - Db*)* = A>.
Para ilustrar, podemos ainda considerar a seguinte recorréncia no caso seguinte

x, = ax, + Dby, = a(a’ + Db*) + Db(2ab) = a’ + 3Dab’ _ N _
X 5 5 5 . Assim, podemos verificar que ainda se
v, =bx;+ay, =b(a” + Db”)+a(2ab) =3a"b + Db

tem (x,)’ =D(y,)’ =(a’ +3Dab*)’ - D(3a’b+ Db’)’ = a® +9D’a’b* + 6Da’*h’> - D(9a*b” + D*’b° +,

6Da’b*) = a® +9a’h*D* +6a’b>D -9a*b’D -b° D’ - 6a°h*D* = a® +9a’b*D* -3a*b*D -b°D’ - 6a°b*D* =

=a’+3a’b*D’ -3a*h’D-b°D’ - 6a’h*D* =a° +a’b* D’ -2a*b’D - a*b’D -b°D’ +2a°b*D* =

=(a*+b'D*-2a’b’D)a’ -Db*) =(a’ -Db*)*(a* -Db*)=(a’ -Db*)’ =A’. Por fim, por inducdo
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xn = a‘xn—l + Dbyn—l

matematica, vamos considerar uma solucdo indicada por { € que ocorre a

Yy =bx,  +ay,,
seguinte condicdo x,°-D-y>=A"", para todo inteiro positvo n 1. Em seguida, temos
(x,,) -D- (Y1 ) = (ax, + Dbyn)2 - D(bx, + ayn)2 = azxn2 + Db’ yn2 +2ax by, D - b’x’D-a’ ynzD -2bx,ay,D
=a’x +D’b’y’ -b’x’D-a’y’D=a’(x,’-Dy’)+(Db’y’> -b’x>)D=a’-A"" - (x,* - Dy,’)Db’
=a’ A" = A"DB = A" @ =D = A A= A O

Antes de concluir, observamos que, se definirmos a matriz de Brahmagupta B(x,y) = ( Dy x|
x” + Dy’ 2xy

entdo podemos determinar as seguintes poténcias de matrizes: B(x, y) = ) 5 |
2D-xy x"+Dy

B(x.y) = ( x+3Dxy>  3x’y+Dy’ ) By = (x4 +Dy* +6Dx*y* 4Dxy’ +4x°y

Dy’ +3Dyx*>  x’ +3Dxy’ 4Dxy’ +4Dx’y  Dy*+6Dx’y* +x* )’

x*+Dy* +6Dx*y’ 4Dxy” +4x°y

B(x,y)’ =
(x.7) ( 4Dxy’ +4Dx’y  Dy* +6Dx’y* +x

4), B(x,»)°, B(x,»)", B(x,»)" etc.

n

X X
Swryanarayan (1996) define a seguinte relagdo B(x,y)" =( Y ) =( "
D-y x D-y,

para todo inteiro positivo n 1. Podemos derivar a seguinte relacdo matricial indicada

Y
) = Bn(xﬂy) 4

n

n

X y X y xn yn X y xn+l y71+1
Bx, "+1=Bx, an, - = =B = .
o B Bl (D'y X) (D'y XJ (D';vn XJ(D‘y X) " (D%H > )

n n+l

Em seguida, podemos determinar as seguintes relagdes comentadas por Swryanarayan (1996, p.
n+l =x'xn +D'y’yn

X
31), indicadas por {y Yy 4y (*) e que podem ser imediatamente determinadas a partir
n+l =4 n ’ n

d . Id d t . ‘xn+l yn+l xn yn X y xxn+D'yyn xyn+yxn
n = = .
a Igualdade anterior D-y. ., x D-y x, )\Dy x D-(xy,+yx,) Dyy, +xx,

n+l n

~ . X Y
Por outro lado, reparemos a decomposi¢do da matriz de Brahmagupta B(x,y) = ( D. x) :

\ﬁ 1 [
»_ [ V2 N2 |(x+»/D 0 2 \2p
D-y x D D 0 x-yD

\EL
2 2 2  \N2D

decomposicao matricial anterior incide diretamente na possibilidade de determinarmos os seus

. A vantagem da

B(x,y) = (

autovalores correspondentes. Ademais, reparemos que podemos avaliar que B(x, ) = B,(x,y)=
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1 1
. \ﬁ \ﬁ x+y\/7 0 p.p-l x+y\/5 0 pop (x+y\/5) 0
\/7 _\/: x-yJD 0 x-y\D 0 (x- D)

onde consideramos as matrizes definidas por P =

A
2D

e

conseguinte, por inducdo, podemos determinar ainda que: B(x,y)" = B, (x,y) = ( D. LT

B8 i

2 2D

e e
2 2D

Por intermédio de propriedades elementares matriciais, podemos verificar ainda que:

1 1 i~ 1 Ay

2 \2p |_ NPT g D)
hn |1 I = I Sy
2 \2p QTN (D)

1 1 . 1 "
P e e {3 DY 0= DY] o[t DY - DY

%E [ -3DY F (r- DY (+ (%

Por fim, na matriz ao lado direito, determinamos os termos x, e », que sdo descritos como a

forma de Binet para os elementos determinados pela recorréncia indicada em (*). Reparemos que
omitimos as contas nos termos (**) e (***) acima. Conforme Swryanarayan (1996), no etapa

N~ |-

:

(x+ /D) 0

L [(x+33ID) 0
0 (x-y\D)"

0 (x—yﬁ>

[S—

(x+y\/5)" 0
0 (x-y\D)"

—_—

7 . 1 n n
seguinte, dispondo das seguintes expressOes algébricas x, =5[(x+ y\/B) +(x— y\/ﬁ) ] e

1 n n
y,fm[(x + /DY = (x-yID) ], para n 0, podemos deduzir, consequentemente, as

correspondentes expansdes polinomiais correspondentes que sao denominadas como os
polinbmios de Brahmagupta, que indicamos alguns casos preliminares na tabela 1. Sendo que o
custo operacional se torna bastante fastidioso, com o recurso ao CAS Maple podemos encontrar e
determinar outras propriedades e teoremas surpreendentes sobre o tema.
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Tabela 1 — Descricdo dos polindmios de Brahmagupta segundo.

Polindmios de Brahmagupta

n-1 n\ .3 3 2 (M) a5 s
x,,=x”+D(n)x”'2y2+D2(n)x"'4y4+'-- In =X y+D(3)x y+D (S)X yor
2 4
X, =Lx =x, x,=x"+Dy’ Yo=0,0=p, y,=2xy
x, =x’ +3Dxy?, x, =x* +6Dx’y* + D*y* y, =Dx’y+Dy’, y, = Dx’y +4Dxy’
x; =5Dxy* +10Dx’y” + x° ys =Dy’ +10Dx%y” +5x*y
Xg = Dy® +15Dx*y* +15Dx*y* + x° Y = 6Dxy’ + 20Dx°y” +6x°y
X, = 7Dxy® +35Dx’y* + 21Dx°y* + x7 v, =Dy’ + 21Dx*y® +35Dx*y’ + 7x%y

Fonte: Elaboracdo do autor.
Para exemplificar, na figura 3, visualizamos o emprego do CAS Maple para a determinagao do
comportamento das matrizes de Brahmagupta B(x,y)", com n 1 inteiro e,
correspondentemente, o comportamento dos polindmios de Brahmagupta (MUKHOPADHYAY,
1997; RANGARAJAN, 2010) segundo o par (x,,¥,), com indices elevados (ver tabela I).

Figura 3 — Descricao das matrizes de Brahmagupta como poténcias e auxilio computacional.

r AARTIGDS_REVISTASUACTA_MNAPCECEMNCIANERAMAGLIPT A harvef 1]
Fgures (B it [E) Yicrsiliing () Indiris ) Foprnati (R) Tpbela (21 [eseche ) Gesfea () Plandha (3 Fermarmengid (T) Jareds ) Apudi {H
DABSH LBD 5¢ BTPZ GE == BlOows o @ax = [F &

Y Tot i) ([ oows v (temmmteme viiuv B U EEa B =i
q-.'"g.g-r;:i.':l_n.f_:-n‘
avaln(5); expandl ((yy+ 217 + 4052 ) x4+ 4 (D + 2D xy y); e ([ + 217 4 4.0085) 3+ 4 (Dyy+ ) 23);
{{Eﬂ'+.'|:=]=+ Doyl x+ 4l Dyy + of) xy Dy '[l[:q,-;+ AP+ aDraty)p 4 4 Byy+ oF) Py
iy oy e ) o ((Bey e 2V 0 ampd sl by ((Dyr o 2F 4 ampds)wn al By 4 ) py
SOV x4 10Dy y 4 X
DF Y + 10Dy ¥ 4 54 i

ninlﬁ's];nmm{{{ﬂm + 2 + 4038 5) (Dyy+ ) + 6(Dvy + ) 2y ); wxpand 2 ((Dyy+ 21 + 40307y wy+ 4 (D

+£) ay:

[|:££'r.'.1=+-1|=]z +4Dy2 p) (Dry 4 2) 4 8(Dyy+ ) Py iy 1{[Eb's+f]! + 4Dy plxp 4 -l[ﬂr.vﬂ:]'ixr

-lb,-.-x[nr,p-l.\:}: + 1[[5,-.-,1:-&.1:]-‘" +abyyl bex [Dyy+ ﬂ: +40yity) (Byy+ o) + 8By + F) o p Dy
Y+ e 15y +
0¥ xy + 006K 5 + 62y L

n'dﬂ.ﬂ-]:‘n;mlﬂ{{{q;-rf]"-r4ﬂ:|..v::,'|:|[[£;p+.~.:h+1.t;ﬂ:|.]+lln;.; + ¥ ay(20v + (Dyy+27) o) ); expaned [ ( Dy

+£) 44Dyl ({Dyy 4 £y 4 28 6) + 4 (Dyy 4 F) eyl {Dyy+ £) 2+ 2epy) )
:l[ID:;_'. +#T + 0y y) ((ovy + 2) x+ 2xyny) + 4 (Dyy+ Fap (2002 + (Dyy+ F) y) ':I:.Eg.|.+a.::l:

-

+a0v?y) ([ Dyy + Ehy+ 2780 # a(ovy + £ ay ((oyy + £ x + 2ayin] |

4 *

» Preniss FLVARTIONS REVISTASIACTA HAPOUCENCA. Memdriae 16, 184 Horat 00 Mods Matemdtes

Fonte: Elaboracdo do autor.
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Registramos na tese de Devi (2007) o processo de extensdao e descricdao dos polindmios de
Brahmagupta segundo varidveis octonicas e 2" varidveis hiper complexas. Por sua vez, em sua
tese de doutorado, Rangawamy (2007) discute as relacdes dos polindmios de Brahmagupta
mediante representacdes e propriedades de fungdes continuas.

Mais recentemente, por exemplo, assinalamos o trabalho de Shashikala e Rangarajan (2016) sobre
os polindbmios de Tchebychev e de Brahmagupta. Ou ainda, podemos constatar no trabalho de
Somanath; Kannan e Raja (2017) métodos de solucdo de equacdes polinomiais diofantinas e que
ainda preservam ligacGes com o método proposto por Brahmagupta.

Os limites desse trabalho nao proporcionam uma discussao pormenorizada sobre as repercussoes
e atuais pesquisas, entretanto, recomendamos ao leitor uma apreciacao ulterior pormenorizada e
ampliada sobre esse tema de investigacao. (CHANDRA, 2005; DEVI; GAYATHRI, 2007; DUTTA,
2017; HAMBLETON, 2017; GUPTA, 1977; HANDA; GUPTA, 2014; HOMSI, 2018; KICHENASSAMY,
2010a; 2010b; MADNI; SHAH, 2018; MOLIN, 2001; MISHRA, 2015; PATTE, 2010; PRICE, 2000;
SARACHANDRAN, 2004; SASTRY, 2006; SOUZA, 2017; SOMANATH; KANNAN; RAJA, 2017;
VARADARAJAN, 1998; VARFOLOMEEYV, 2003).

6. CONSIDERACOES FINAIS

Nas secOes passadas buscamos indicar alguns elementos capazes de nos fazer compreender
alguns elementos e vestigios de uma cultura matematica hindu, com énfase e interesse declarado
pelo matematico Brahmagupta. Assinalamos que Brahmagupta Sphuta Siddhanta foi responsavel
pela introducao de ideias pioneiras envolvendo a composicao de equacgdes diofantinas e que,
hodiernamente, preserva a atencao e estimula desenvolvimentos de pesquisas. Varadarajan (1998,

p.18) comenta que a solucdo inteira da equacdo x> -61y° =1 possui como menor solucdo inteira
o par (1766319049,226153980) e métodos da Matematica Aplicada sdo utilizados para tal exame.

A cultura matematica indiana pode ser apreciada por intermédio de periodos histéricos distintos
em que compreendemos um carater de impregnacdao de uma concepgao religiosa, mistica e
epistémico-matematica. Na figura 3 trazemos um diagrama proposto por Rama (2017), subdividida
nos primdrdios, na Era classica e na Era moderna. Registramos os trabalhos do matematico hindu
Brahmagupta precisamente, na proposicdo de ideias e métodos de vanguarda, quando
relativizados ao seu ulterior processo de generalizagao e evolugao. (COLEBROOKE, 1872).

“A teoria dos nimeros por si s, como um grande desafio intelectual, tem uma longa histéria na
india, j& no século VII, Brahmagupta fez importantes contribuicdes para o que agora é conhecido
(corretamente) como a equacao de Pell.” (ATIYAH, 1993). Por conseguinte, urge uma
compreensao cientifica ndo restritiva e de natureza epistemoldgica e evolutiva sobre as ideias e
métodos algébricos e geométricos introduzidos por Brahmagupta e que preservam um distinguido
valor matematico evolutivo indene até nossos dias atuais.

Por fim, em nossos trabalhos (ALVES, 2017) temos propugnado uma perspectiva matematico
evolutiva e epistemoldgica que, tendo em vista a compreensdo da génese dindmica de conceitos
matematicos, o professor de Matematica ou estudante mais interessado precisa se apropriar nao
apenas das ideias matematicas, como, também, compreender os modelos matematicos abstratos e
seu processo indene de evolucao, generalizacao e sistematizacao.
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Figura 3 — Rama (2007) descreve os periodos ou eras histdricas da cultura indiana e a producdo
matemadtica correspondente de cada periodo historico.

s

Mathematics Era

Early Medieval Era (lassical Era Modern Era

(30008.C.E-S00CE) (SOOCE200CE)  (1200CE - Till date)
A T

Fonte: Rama (2007)

4

Um outro viés ou ponto de vista que classificamos como diametralmente oposto, se consubstancia

por uma Histéria da Matematica que se reveste a partir de uma retérica irretocavel e
informacional, todavia, destituida de uma real discussdo e apropriacdo de objetos tedricos da
matematica, suas simbologias cifradas, seus argumentos matematicos primitivos e instrumentos
conceituais e etc. Nesse contexto, a matematica hindu proporciona um lugar de destaque, na
medida em que, quase prioritariamente, deparamos nos compéndios de Histdria da Matematica
tao somente a versao europeia e ocidental para a mesma.
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