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Hybrid Fibonacci and Pell numbers
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RESUMO

Na matematica existem diversos tipos de sequéncias onde a mais estudada e analisada é a
sequéncia de Fibonacci e, também, a sequéncia de Pell. Por serem bastante estudadas, ja
existem diversas propriedades em torno destas sequéncias. Neste artigo, utilizaremos a
definicao dos nimeros hibridos nas sequéncias recorrente e apresentaremos o numero hibrido
de Fibonacci e Pell, como serd sua definicao, sua equacao caracteristica, forma matricial e
afins. Os numeros hibridos é uma parte da matematica onde nédo se obtém muita informacao.
Por isso, o artigo é baseado em autores que ja produziram algo relacionado.
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ABSTRACT

In mathematics there are several types of sequences where the most studied and analyzed is
the Fibonacci sequence and also the Pell sequence. Because they are well studied there are
already several properties about them. In this article we will use the definition of the hybrid
numbers in the recurrent sequences and we will present the hybrid number of Fibonacci and
Pell, as will be their definition, their characteristic equation, matrix form and etc. Hybrid
numbers is a part of mathematics where you do not get much information so the article is
based on authors who have already produced something related.
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1. INTRODUCAO

Sequéncias recorrentes e de nimeros inteiros sao facilmente encontradas na area de
matemadtica e podem ter aplicabilidade em varias dreas como na biologia, fisica,
ciéncia da computacao entre outras. Uma bastante conhecida é a sequéncia de
Fibonacci {F,,}neN, gue é lembrada pelo problema: “Quantos pares de coelho serdo
produzidos num ano, come¢ando com um SO par, se em cada més cada par gera um
novo par que se torna produtivo a partir do sequndo més?” (BOYER, 2006). Essa
sequéncia é discutida em Alves (2015) e Alves e Catarino (2016) que possui a relacao
de recorréncia F,,,=F,,,+F,, n>1, com F;=0 e F,=1, sua equacao caracteristica é
dada por x*~x—1=0 onde uma das sua solucdo é dada pelo nimero de ouro 1,61 e
outra solucao é negativa. Outra sequéncia bastante discutida é a sequéncia de Pell,
que carrega esse nome devido ao matematico John Pell (1611-1685) conhecido por ser
um dos matematicos mais emblematicos no século XVII. (MALCOLM, 2000). Essa
sequéncia é discutida em Alves (2016) e Noronha e Alves (2018) apresentando a
recorréncia que é definida como P,,,=2P,+P, ;, n>1, com P;=0 e P,=1 e apresenta a

equagao caracteristica y’~2 y—1=0 possuindo duas raizes, uma positiva e conhecida
como numero de prata 2,41 e outra raiz negativa. Ambas as sequéncias sao do tipo
linear recursiva, ou seja, necessitam conhecer os termos anteriores para que conheca
0S préximos.

Baseado na importancia dessas sequéncias torna-se necessario mais estudos sobre
elas, assim aplicaremos a definicdo dos numeros hibridos nessas sequéncias, fazendo
assim a hibridizacao dessas sequéncias e apresentaremos suas caracteristicas. Este
processo de hibridizacao de sequéncia também ja foi realizado por Catarino (2019),
Cerda-Morales (2018), Szynal-Liana (2018) e Szynal-Liana e Wloch (2019). Para isso,
definiremos os niimeros hibridos a partir de Ozdemir (2018).

O numero hibrido, denotado por K, contém trés sistemas numéricos juntos, sejam eles:
0s nUmeros complexos, duais e hiperbdlicos, estando combinados e mistos entre si.
Pode ser representado pela Figura 1.

Figura 1 - Diagrama do conjunto dos numeros hibridos.
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Definicdo 1: Um nimero hibrido é definido por Ozdemir (2018):
K={z=a+bi+ce+dh:a,b,c,de€ R,i’=—1,¢=0,h’=1,ih=—hi=¢e+i].

A partir da definicao podemos efetuar algumas propriedades e operacdées com o0s
numeros hibridos. Tomando z,=a;+b,i+c,e+d,h e z,=a,+b,i+c,e+d,h, tem-se:
e Pode-se dizer que dois numeros hibridos sdo iguais se, e somente se, cada um
dos seus termos for igual;
7,=2, o a,=a,,b,=b,,c,=c,ed,=d,
e A adicao é definida somando cada nimero dos seus termos;
Zl"'Zz:(al"'az)"'(b1+b2)i+(C1+C2)€+(d1+d2)h
e A subtracao é subtraindo cada um dos termos;
Zl_zzz(a1_az)+(b1_bz)i+(Cl_cz)5+(d1_dz)h
« A multiplicacao de um escalar, keR, é definida quando o escalar é multiplicado
por cada um dos termos;
k.z=k.a+k.bi+k.ce+k.dh
e O zero é definido como elemento neutro para os nUmeros hibridos;
e O elemento simétrico do nimero hibrido é definido invertendo o sinal de cada
um dos seus termos;
—z=—a—bi—ce—dh
e Por fim, tem-se que (K,+) é um grupo abeliano.

O produto hibrido é obtido distribuindo-se os termos a direita, preservando a ordem de
multiplicacao das unidades e depois substituindo cada produto de unidades pelas

igualdades i’=—1,e°=0,h’=1,ih=—hi=e+i. Usando essas igualdades, encontra-se o
produto de quaisquer duas unidades hibridas e obtém-se o Quadro 1.

Quadro 1 - Tabela da multiplicacao para K.

1 i € h
1 1 i 3 h
i i -1 1-h e+i
€ h+i 0 —€
h h —e—i |e 1

Fonte: Elaborado pelos autores.
Além disso tem-se o numero real C|z|=zz=zz=d*+|b—cf—c*—d*=d*+b*—2bc—d"
chamado de carater do nimero hibrido. E ainda, o nimero real V|C(z)| serd chamado
de norma do nimero hibrido z e sera denotado por ||z|| .

Baseado no trabalho de Ozdemir (2018) sobre numeros hibridos, apresentamos 0s
numeros hibridos da sequéncia de Fibonacci e Pell, que abordaremos sobre estes
novos numeros hibridos, daremos algumas definicOes, propriedades e teoremas,
incluindo a férmula Binet e as funcdes geradoras.
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2. DESENVOLVIMENTO

Baseado em Cerda-Morales (2018) que apresenta os numeros hibridos de Fibonacci e
Catarino (2019) os numeros hibridos de k-Pell, sendo k para qualguer nimero inteiro
positivo. Vale salientar que, esses 0s numeros de k-Pell sdao a generalizacao dos
numeros de Pell, ou seja, para k=1 tem-se os termos da sequéncia de Pell. Nesta
secao, tem-se como objetivo apresentar novas definicdo desses nimeros hibridos e
alguns resultados elementares. Com isso, apés a definicdo do nimero hibrido, tem-se:

Definicao 2: O numero hibrido de Fibonacci, n e N, é definido por (CERDA-MORALES,
2018):

HFn:Fn+Fn+li+Fn+28+Fn+3h
com as condicoes iniciais iguais a HF,=i+&c+2h e HF ,=1+i+2¢&+3h.

Proposicao 1: Os numeros hibridos de Fibonacci, ne N, satisfaz a relacao de
recorréncia de segunda ordemHF,,,=H F,+ HF, ;, (CERDA-MORALES, 2018).

Demonstracéao:

HF +HF _ =(F +F,, i+F, ,e+F . h)+(F,_ +F i+F _  e+F . h)
:(Fn+Fn—1)+(Fn+l+Fn)i+(F +Fn+1)£+(Fn+3+ Fn+2)h
=F,u+F,i+F,;e+F, ,h

=HF 4

[ |

n+2

Definicao 3: O numero hibrido de Pell, n € N, é definido por Catarino (2019):
HPn:Pn+Pn+li+Pn+2€+Pn+3h
Satisfazendo a relacdao de recorréncia HP,,,=H P,+HP,_, , a demonstracdo segue de

forma andloga da anterior, com as condigcdes iniciais HP,=i+2¢+5h e a
HP,=1+2i+5¢e+12h.

De acordo com a relacdo de recorréncia dos nimeros hibridos de Fibonacci descrita

HF,, HF,_
acima pode-se apresentar sua equacao caracteristica, obtendo HF L=1+ HF - Logo,
HFn+1_1+ 1
HF HF, . Supondo que o limite proposto existe e que seja t, nota-se que
HFn—l
. HF,, . n . 1 .
lim, ., Fnl:t e lim, Fﬂzt, verifica-se que: t=1+?, ou ainda, t*~t—1=0, onde
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. : . . 1+/5 _1-v5
esta equacao € do segundo grau possuindo duas raizes reais tl_T e tz_T, e
para a sequéncia hibrida de Pell tem-se a equagdo caracteristica p°—2p—1=0
. ) 2+18 28
possuindo duas raizes Pi=" ep=T

Definicao 4: O conjugado do numero hibrido de Fibonacci, n € N, é definido como:
H—P'n:Fn_Fn+1i_Fn+2£_Fn+3h
Para o conjugado do numero hibrido de Pell, tem-se:

H—l)n:Pn_Pn+1i_Pn+2€_Pn+3h

Definicao 5: O carater do nimero hibrido de Fibonacci, denotado por C(HF,,), para
ne N, é definido como:

C(HFn):Fi+(Fn+1_Fn+2)2_Fi+2_Fi+3

De maneira analoga, tem-se o carater do nimero hibrido de Pell:

C(HP,j= P +(P,,,~ P, P, P

n+2" L n+3

Proposicao 2: A norma de um ndmero hibrido de Fibonacci, n € N, é dada por Cerda-
Morales (2018):

|HE | =| F2=4(F s Foa |~ Fia

Demonstracao:

lell= (ICT2I= | +b*~2 be—d

2

|HF,

Fo# Fr—=2|F ot F o) —Frus

2

|HF,

2
_Fn+1

Fo#Fr=2[F i Foy

~Fri2=2(F o2 F o

|HE, [ =|Fi=4(F i Fruo|~ i

De maneira analoga, obtém a norma dos nUmeros hibridos de Pell dada por Catarino
(2019):

2

|,

_4Pi+2

Py—6(P,, P,

Além disso, o numero hibrido de Fibonacci e Pell podem ser representados de forma
matricial, a partir de uma matriz 2x2, onde héd uma bijecdo entre o conjunto de todas



Revista Thema m

v.17 ‘ n.3 ‘2020

as matrizes. Utilizando a forma matricial dos nimeros hibridos que Ozdemir (2018)
apresenta conseguimos definir assim as seguintes matrizes.

Proposicao 3: Uma matriz do nimero hibrido de Fibonacci, ne N, é definida por
Cerda-Morales (2018) :

_|FatF,.., 2F

n+l

2F'n+2 Fn_Fn+2

P ur,

E a matriz de um ndmero hibrido generalizado de Pell, denotado por k-Pell, é
apresentada por Catarino (2019). Assim, quando k=1, tem-se a matriz do ndmero
hibrido de Pell:

— Pn+Pn+2 213n+1+Pn+2
Pup, =
3Pn+2 Pn_ Pn+2
Demonstracéao:

Sabendo que Ozdemir (2018) define a matriz dos nimeros hibridos como:

a+c b—c+d
c—b+d a—c

(p(a+bi +ce+dh)

Fazendo as devidas substituicdes dos nUmeros hibridos de Fibonacci, obtemos:

— Fn+Fn+2 Fn+1_Fn+2+Fn+3
Our = r r
L n+2 n+1+Fn+3 Fn_Fn+2
— Fn+Fn+2 Fn+1_Fn+2+Fn+2+Fn+1
Our = r F
| 2T n+1+Fn+2+Fn+1 Fn_Fn+2
(0] —-Fn+Fn+2 2P'n+1
e 2F'n+2 Fn_Fn+2
|

As demonstragdes para os nimeros hibridos de Pell é realizado de forma anéloga.

Proposicao 4: Se ¢y corresponde a matriz hibrida de Fibonacci, entdo

HHFn 2:‘det((pHF")‘.
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Demonstracéao:
F +F 2F
det —|" n n+2 n+l
((pHF") 2F'n+2 Fn_Fn+2

det((pHFn) :‘(Fn+Fn+2 (Fn_Fn+2 _(2Fn+1)(2Fn+2)‘

n+2 n+1- n+2

det(p,; |=|Fi~F.,,—4F,,,F

2

det((pHF") :HHFn

Por outro lado, se ¢ corresponde a matriz hibrida de Pell, entao HHPn 2:|det(<pHp")|.

As demonstracdes para os numeros hibridos de Pell é realizado de forma andloga.

Uma funcdo geradora é uma série de poténcias cujos coeficientes apresentam
informacodes sobre uma sucessao. Com isso, temos:

Teorema 1: A funcdo geradora dos nimeros hibridos de Fibonacci é dada por (CERDA-
MORALES, 2018):

HF ,+|HF ,— HF |t
Gur{1)= O(j—tl—tz) :

De maneira andloga Catarino (2019) apresenta a funcao geradora dos hibridos
generalizado de Pell, denotado por k-Pell. Com isso, quando k=1, tem-se a funcao
geradora para os numeros hibridos de Pell:

c _ HP,+|HP,—2HP,|t
e 1—2t—¢)

Demonstracdo: Para definir a funcdo geradora do nUmero hibrido de Fibonacci,
denotado por Ggr, devemos escrever uma sequéncia em que cada termo da
sequéncia corresponde aos coeficientes.

Gy (t)=D HF "= HF +HF t+HF,t'+..+ HF "+ ...
n=0

Fazendo manipulacdes algébricas devido a relagao de recorréncia podemos escrever
essa sequéncia como:
Gy (t)=HF ;+ HF, t+HF,t'+...+ HF t"+...
—tG e [t|=—tHF )—t"HF ,—t'"HF ,—...—t"" HF —...
—t'Gy (t)=—t"HF ,—t’ HF, —t' HF ,—...—t"" HF —...
837


https://pt.wikipedia.org/wiki/Sucess%C3%A3o_matem%C3%A1tica
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[1—t—t*| Gy (t)= HF j+(HF ,—HF, |t

HF ,+|HF ,— HF |t
G {1)= Od—tl—tz) :

Como a relacao de recorréncia para os numeros hibridos de Pell é semelhante,
conseguimos obter a funcao geradora para a sua sequéncia de maneira analoga.

Agora iremos explorar a existéncia de uma férmula explicita para o calculo do n-ésimo
termo da sequéncia, sem depender da relacao de recorréncia, utilizando a férmula de
Binet, onde é necessdrio utilizar as raizes da equacao caracteristica da sequéncia.
Essa investigacdo matematica homenageou Jacques Phillipe Maria Binet (1786-1856)
mas essa férmula foi descoberta por Abraham De Moivre (1667-1764).

Teorema 2: Para n>0 temos que a féormula de Binet para os ndmeros hibridos de
Fibonacci é dado por (CERDA-MORALES, 2018):

_|HF,—HF, B|a"~(HF,a —HF ) "
n— (X_B

HF

Onde a ef3 sao as raizes da equagao caracteristica e HFy=i+e+2h e HF =1+i+2¢&+3h.

E ainda, Catarino (2019) apresenta o Binet para os hibridos generalizado de Pell,
denotado por k-Pell. Portanto, quando k=1, tem-se que a féormula de Binet para os

ndmeros hibridos de Pell é:
HP,—HP o"—(HP,a— HP,)B"
o _[HP,~HP\|o’~(HP ,a—HP,)

n a_B

Onde aep sao as raizes da equacao caracteristica e HP,=i+2e+5h e
HP,=1+2i+5¢e+12h.

Demonstracao:
Tem-se gque a férmula de Binet pode ser representada da seguinte forma:
HF =Aa"+Bf"

Para n=0, HF,=A+B e para n=1, HF,=Aa+BfB. Assim, temos o seguinte sistema
linear:

A+B=HF,
Aa +BB=HF,
. . HF,—HF HF,—HF
Resolvendo o sistema linear, tem-se que A= 10( 3 P e B= (;( 3 9 Fazendo as

devidas substituicdes na formula de Binet, obtém-se:
838
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. :(HFl—HFOﬁ o'—(HF,a —HF,)B"

n a_[))

A demonstracao para a férmula de Binet para os hibridos de Pell é de forma analoga,
mudando apenas os termos iniciais.

Como consequéncia da formula de Binet é possivel obter algumas as identidades,
como: a identidade de Catalan, em particular a identidade de Cassini e a identidade
de d’'Ocagne. A partir da férmula de Binet dos hibridos de Fibonacci pode-se

apresentar algumas identidades classicas. Considerando M=HF,—HF,f e

N=HF,a—HF,, tem-se:
HF = Mo —Np
a—p

Teorema 3: (/dentidade de Catalan) Para os numeros naturais n e k, com n>k, se HF,
€ 0 n-ésimo numero hibrido de Fibonacci, entao tem-se a seguinte identidade:

2k o 2k B
HFn—kHFn+k_HF2:(—1)n7k HFi+Ma IN-M+NB"(M—N)

” (a—pY
Demonstragao:
HF HF _HF2:Man_k—NBn_k'MarH—k—NBrH—k_ M(xn_NB” 2
n—k n+k n (X_B (X—B o
_—MNd" "B —MNB"*a" +2MN o" B’
(a—B)

_(—l)nfk MN a2k_2MNQ,kBk_I_MNBZk+M2a2k+N2BZk_Mzazk_NZBZk

(a=Bf
(1) pzy MO N M)+ N 87 (M - N
- k

(a=B)

Para os niUmeros naturais n e k, com n>k, se HP, é o n-ésimo numero hibrido de Pell,
entdao tem-se a identidade:

Ra**(S—R]+QB*(R-S)
(a—B)

HP,  HP  —HP:=(-1)"% HP;+
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Com R=HP,—HP,f e S=HP,a—HP, e «,B raizes da equacao caracteristica. A
demonstracao é de forma analoga para os numeros hibridos de Fibonacci.

A identidade de Cassini € um caso particular da identidade de Catalan, quando k=1
obtém-se o seguinte resultado.

Corolario 1: (/dentidade de Cassini) Para o niumero natural n, se HF, é o n-ésimo
nimero hibrido de Fibonacci, entdo tem-se a seguinte identidade:

2 2
HF, \HF,, ~HF'=(~1)"'| e MO N M+ N (M-N)

" («-B)’

Demonstragao:
HF HF _HFZ:Man—l_NBn—l.Man+1_NBn+l_ Man_NBn 2

e a=p a—p a—p
_—MNa" "B ~MNB" 'a"'+2 MN a"B"

(a—B)’
=(=1)"" MN o”~2 MNap +MN B*+M’a’+N* '~ M’a’~ N’
(a—B)’
n- Ma’(N—M|+NB*(M—N
=(—1)""|HF; + : ( )
(a—p)

Para os o nimero natural n, se HP, é o n-ésimo numero hibrido de Pell, entdo tem-se a
identidade:

2+Ra2[S—R)+QBZ(R—S)

HP, ,HP,,,~ HP=(~1)""| HP} e
a_

Com R=HP,—HP,f e S=HP,a—HP, e «,B raizes da equacao caracteristica. A
demonstracdo é de forma analoga para os numeros hibridos de Fibonacci.

Proposicao 5: (/dentidade de d’Ocagne) Suponha que n seja um nUmero inteiro nao
negativo € m um ndmero natural. Se HF, é o n-ésimo numero hibrido de Fibonacci,
entdo a expressao da identidade de d’'Ocagne é dada por:

, Ma’(N—M|+N B*(M—N)

HF HF,, —HF,  HF =(-1)""|HF:+ ;
(a—pB)

m+1

Demonstracao:

840
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Esta identidade é uma generalizacdo da identidade de Cassini, sendo m um nUmero
inteiro ndao negativo e n um numero inteiro positivo, tem-se a seguinte
identidade: tomando m=n-—1, tem-se a seguinte identidade:
HF, HF,, —HF,, HF =HF, HF  —HF. onde a demonstracdo é encontrada nho
Corolario anterior.

Para n seja um numero inteiro nao negativo € m um ndmero natural. Se HP, é o n-
ésimo numero hibrido de Pell, entdo a expressao da identidade de d’Ocagne é dada
por:

2+R0(2(S—R)+Q[32(R—S)
1 (a—B)

Com R=HP,—HP,f e S=HP,a—HP, e «,B raizes da equacao caracteristica. A
demonstracao é de forma analoga para os numeros hibridos de Fibonacci.

HP HP,, —HP,,  HP =(—1)""'|HP

m+1

3. CONSIDERACOES FINAIS

A partir dos trabalhos de Cerda-Morales (2018) e Catarino (2019), foi possivel realizar
a hibridizacao das sequéncias de Fibonacci e Pell apresentando novas definicdes,
teoremas e proposicdes que foram estudadas, tais como: relacao de recorréncia,
equacao caracteristica, representacdo matricial, funcdo geradora, norma desses
ndmeros hibridos, férmula de Binet e identidades classicas, como: Catalan, Cassini e
d’Ocagne.

Foi necessdrio usar as definicbes e propriedades ja existentes das sequéncias
abordadas, o raciocinio logico e a demonstracdes alguns resultados para concluir
esses novos numeros hibridos apresentados. Com isso, podemos dar continuidade a
esse estudo e apresentar em trabalhos posteriores novas propriedades que venham a
ser utilizados em outras dreas e conteudo.
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