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RESUMO

Consideramos o caso de uma carga puntiforme se deslocando em relagdo ao referencial do laboratdrio com
velocidade constante, assumimos os campos elétrico e magnético dados pela transformacdo de Lorentz do
quadri-potencial eletromagnético. Assumindo um limite que tende a zero para o volume da carga mostramos
que, como era esperado, essa escolha para os campos respeita perfeitamente as quatro equacdes de Maxwell,
além disso, para nossa surpresa, o termo da corrente de deslocamento generaliza o termo de densidade de
corrente e torna a lei de Ampere-Maxwell mais simétrica em relacdo a lei de Faraday. Percebemos entdo que a
natureza discreta desse problema possibilitou capturar a variacdo do campo elétrico com o tempo que é
fundamental para o entendimento da corrente de deslocamento e a lei de Ampere-Maxwell.
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ABSTRACT

This paper considers the case of a punctiform charge displacement in relation to the laboratory reference in
constant speed, the electric and magnetic fields given by the electromagnetic four-potential Lorentz
transformation. By assuming a limit tending to zero for the charge volume, we demonstrated that, as expected,
this choice for the fields respects perfectly the four Maxwell's equations. In addition, to our surprise, the
displacement current term generalizes the current density term and makes the Ampere-Maxwell’s law more
symmetric when compared to the Faraday’s law. Therefore, we could notice that the discrete nature of this
problem allowed us to capture the electric field variation with time, which is fundamental for the understanding
of the displacement current and the Ampere-Maxwell’s law.

Keywords: Punctiform charge,; Displacement current; Maxwell’s equations.

RESUMEN

Consideramos el caso de una carga puntiforme que se mueve en relacion al referencial del laboratorio con
velocidad constante, asumimos que los campos eléctrico y magnético dados por la transformacion de Lorenz
del cuadri-potencial electromagnético. Tomando un limite tendiendo a cero para el volumen de la carga,
mostramos que, como era esperado, esta eleccion para los campos cumple perfectamente las cuatro ecuaciones
de Maxwell, ademds, para nuestra sorpresa, el término de la corriente de desplazamiento generaliza el termino
de densidad de corriente y resulta la ley de Ampere-Maxwell mas simétrica en relacion a ley de Faraday. De
esta forma, pudimos percibir que la naturaleza discreta de este problema, nos proveo capturar la variacion del
campo eléctrico con el tiempo, que es fundamental para la comprension de la corriente de desplazamiento y la
ley de Ampére-Maxwell.
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1. INTRODUGAO

O assunto “corrente de deslocamento” é um daqueles assuntos da disciplina de fisica que nos
acostumamos a aceitar. Os argumentos dados por J. C. Maxwell para a existéncia de tal termo na
equacao de Ampere nao sao tdo dificeis de se entender e aceitar. Além disso, em favor dessa
aceitacdo a corrente de deslocamento completa a interpretacao da luz como onda eletromagnética.
Em muitos textos é notavel as explicacdes que nos dao a condigao de aceitacao dos argumentos para
a existéncia da corrente de deslocamento, mas, estamos um pouco distantes do significado mais
intuitivo desse termo. Costumeiramente a corrente de deslocamento é abordada com o caso do
processo de carga de um capacitor de placas planas e paralelas. O termo proposto por Maxwell, a
corrente de deslocamento, é introduzido para sanar o problema da lei de Ampére quando a corrente

nao € estacionaria, ou seja, quando V- J # 0, isso porque o divergente de um rotacional (do campo

-

- oF i ~
magnetico) deve se anular. Maxwell sugere um novo termo €0, + OU Seja, um termo que nao

necessita da presenca de correntes no ponto em que se calcula o rotacional do campo magnético,
além disso o novo termo ajuda na conservagao da carga. Apesar dos livros textos e artigos sobre o
assunto trazerem essa estratégia para a introducao do termo de corrente de deslocamento na lei de
Ampeére, é pouco intuitivo aos estudantes e de razoavel dificuldade, ficando como uma “pedra no
sapato” na formacao em eletromagnetismo de Maxwell. O trabalho de John Roche? é uma tentativa
de esclarecer o termo da contribuicdo de Maxwell a lei de Ampére e traz alguma luz sobre o assunto,
mostrando a dificuldade histérica que muitos cientistas enfrentaram na interpretacao e aceitacao
desse termo. No trabalho de John Roche a énfase é um pouco mais forte na obtencao do campo
magnético entre as placas de um capacitor, é sugerido que este campo magnético seja devido a trés
fontes, o fio que conduz a corrente que alimenta de carga as placas, as correntes nas placas e o
termo de Maxwell devido a variacdo no tempo do campo elétrico entre as placas. O autor cita o
paradoxo de Cullwick3 que calculou o campo magnético criado por uma carga puntiforme em
movimento uniforme pela lei de Biot-Savart e também pelo termo da corrente de deslocamento,
segundo John Roche o paradoxo aparece quando Cullwick soma os dois valores e obtém o dobro do
valor estabelecido para o campo magnético local, entao Cullwick sugere, na tentativa de resolver o
paradoxo, que os dois termos ndao podem ser usados juntos. Mais recentemente esse assunto foi
tratado no trabalho de John W. Arthur?, apresentando e respondendo a nove questdes de ordem
mais elementar sobre a corrente de deslocamento. O autor usa a forma integral da lei de Ampere-
Maxwell e mostra que a escolha para os campos coulombiano e Biot-Savart, para uma carga
puntiforme com velocidade uniforme, respeitam a lei de Ampere-Maxwell. E mostrado nesse trabalho
gue a lei de Biot-Savart produz um campo magnético que nao satisfaz a lei de Ampere, fazendo com
que a integral das contribuicdes do campo magnético sobre uma circunferéncia dependa da distancia
da circunferéncia até a carga e nao somente da corrente que a atravessa essa circunferéncia. Nesse
trabalho de J. W. Arthur, para os campos escolhidos respeitarem a lei de Ampere, é sugerido que
temos que considerar que ndo sb a carga atravessa a area limitada pela circunferéncia, mas também
a corrente de deslocamento a atravessa. No entanto a carga esta limitada a uma area de raio «, € a
corrente de deslocamento limitada a area que exclui a carga. A integral das correntes é realizada
entdo em duas partes, uma nos limites de zero até o valor do raio da carga “a” representando a

2 [ROC98]
3 [CUL16]
4 [ARTO9]
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contribuicdo da corrente “verdadeira” e a outra de a a r, representando a contribuicdo da corrente
de deslocamento e a soma dessas duas correntes € que respeita a lei de Ampere.

Em nosso trabalho usamos a forma diferencial das equagdes de Maxwell e tratamos do movimento
uniforme de uma carga puntiforme com velocidade relativistica. Obtemos para o caso nao relativistico,
gue as leis de Coulomb e de Biot-Savart satisfazem a lei de Ampere-Maxwell, mas nao satisfazem a
lei de Faraday. Entretanto, quando usamos as transformacoes relativisticas para os campos, também
a lei de Faraday é satisfeita. Mais que isso, encontramos surpreendentemente que o termo de
corrente de deslocamento generaliza o termo da densidade de corrente, ou corrente de cargas!

Os campos atribuidos a uma carga puntiforme sdo importantes devido ao Principio da Superposicao
que permite o calculo de campos mais complexos como uma soma dos campos de distribuicdoes
continuas e/ou discretas de cargas puntiformes.

2. CAMPOS DA CARGA PUNTIFORME

Vamos agora analisar os campos elétrico e magnético, no vacuo, num ponto fixo P em relacdo ao
referencial do laboratério (sem linha) devidos a presenca de uma carga puntiforme g se deslocando
com velocidade v, em relacdo a esse ponto. Alguém na origem do referencial no laboratério, percebe
a carga se afastando na direcao x com velocidade wv,, e os campos em P localizado pelo vetor 7,
como na Figura 1:

=

v

Figura 1 - Carga puntiforme g em movimento uniforme com velocidade v, em relagdo ao sistema de referéncia
do laboratério. No ponto P analisaremos as equagdes de Maxwell.

Um observador no referencial da carga observa um campo elétrico E’ coulombiano ao seu redor,
inclusive no ponto P:

e B'()= , (1)

onde a constante u, é a permeabilidade magnética do vacuo e esta relacionada a permissividade
o ’ . e 1
elétrica do vacuo pela velocidade da luz no vacuo gyp, = =

Mas no referencial do laboratdrio este campo deve ser alterado de acordo com as transformagoes de
Lorentz do quadri-potencial onde o potencial escalar é A° =@, e o potencial vetor tem as
componentes cA?, cA?, cA3, em que ¢ € a velocidade da luz no vacuo. Para essa escolha do quadri-
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potencial as equacdes de Maxwell mantém a mesma forma nos dois referenciais, ou seja, estamos
impondo que estas equacdes sdo leis fisicas, satisfazendo ao primeiro postulado de Einstein da teoria
da relatividade restrita. Assim, os campos no referencial do laboratdrio sao obtidos em funcao dos
potenciais:

F=-Vp- 2 )
B=VxA4 (3)

As transformagOes de Lorentz para o quadri-potencial e os campos podem ser encontradas em
1

detalhes em Landau e Lifischtz5, = y0' e 4 = Q)':—’Z‘. Lembrando que o fator de Lorentz é y =

Ux
1__
c2

#

€ que a carga é um invariante temos:

l_lloczq

V= )
_ A — Hoc? o a

D=y0' ==~V (5)

O observador no referencial da carga (com linha) percebe o ponto P com velocidade —v,, e assumindo
gue no instante de tempo t = 0 a origem dos referenciais coincidem, para o ponto P a direita da
carga (x — v, t > 0) temos:

xX'=y(x—wt), y =y, z =z (6)
r'? = y2(x — v t)? + (¥ + 22) 7)
¢ = yuocz q (8)

41 Jy? (x—vy )2 +(y 2 +22)

A’ _ Ko qUy (9)

~ D an P v )2+ (72 422)

As expressOes para 0s campos elétrico e magnético no ponto P sdo dadas pelas equacdes (2) e (3),
ou seja:

- 2 =~
E(x,y,7:t) = for 1 7| — vt +yi+2k| (10)
4ny2[(x—vxt)2+)7(y2+zz)]
§(x,y,z;t)=ﬁxﬁ=w , (11)
B(x,y,71t) = el 7z [~ 2] + k] : (12)

47y2 [(x—vxt)2 +1%(y2 +zz)]

5 [LAN47]
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2.1 LEI DE GAUSS

Analisemos agora com os campos dados pelas equacdes (10) e (12) os divergentes destes campos
no ponto P.

JE. 3 c?q(x—vyt)? 1 c?
X — _ Hoc?4q( xt) HoC™q (13)

o, 7 5/2 T 3/2
0 At ennnrn] T vt e (242

9Ey 3 Hoc?qy? 41 toc?q (14)
]5/2 4 nyz[(x—v 1:)2+i(yz+zz)]3/2
X vz

% FrytGe-vat)2 45 (2 42)

OE. 3 UoC?qz? 1 Hoc%q
——=—= ° ]5/2 +7 . ]3/2 (15)

S 8 G o e v 0| IR G G MO ICERRD

Para x # v,t, 0 centro do campo elétrico (carga) esta fora do volume infinitesimal que envolve o
ponto P, resultando em um fluxo nulo sobre a superficie que envolve este volume, e com isso a soma
dos termos dados pelas equagdes (13), (14) e (15) resultam:

<
tril
I
o

X # Uyt (16)

Agora, para o limite x - v,t € y =z = 0, temos um problema de indeterminagao no campo elétrico
e consequentemente nao podemos realizar as derivadas sobre as componentes do campo de maneira
simples.

Para o calculo do divergente no ponto x,y,z que inclui a carga, geralmente calcula-se o fluxo sobre
um volume que envolve a carga, mas que nao inclui ela dentro do volume, como uma casca esférica
no caso tridimensional, ou um biscoito em forma de anel para o bidimensional, Figura 2.

Volume considerado
para o calculo dos
fluxos

Figura 2 - Volume do “biscoito” que é considerado para o calculo do fluxo de campo elétrico numa descricao
da lei de Gauss na forma integral. Quando esse volume tende a zero obtemos o divergente do campo.
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Vamos usar a mesma ideia do “biscoito”, mas considerando elementos de volumes diferenciais. Em
duas dimensoes, temos os volumes de interesse (que cercam o volume que contém o ponto P)
representados na figura 3.

| Ax Alx Ax —
I

Figura 3 - Elemento de volume em duas dimensdes: esquema para o calculo do divergente de campo elétrico
da carga puntiforme q se aproximando da posicdo P. As setas pretas representam os vetores campo elétrico e
as setas vermelhas os vetores normais a superficie considerada.

A posicdo da carga g € interna ao elemento de volume central que é centrado no ponto P, mas esta
fora do volume considerado, e, portanto, o fluxo sobre esse volume deve ser nulo. Lembrando que o
fluxo é positivo quando o campo é paralelo ao vetor normal a superficie e negativo quando é

antiparalelo, simplificando a notagao com E (x + Az—x,y, z) =E (x + %"), temos:
(B (er )+ B (x =)+ [-E (e +3) - B (e =) avae +
O R R R R I
{E (z+22)+E(z-22) + [—E (z+%)-E(z —%)]}AyAf 0, (17)
ou, reescrevendo,

[E(x+2) +E(x—2)| a8, + [E(y+2) + E (v - 2)| Act + [E (2 +2) + E (7 - Z)] ay80=

(B (x+22) + B (x - 25)| 8y, + [E (v + 22) + B (y = 22)| aet, + [E (2 + 22) +

2
E(z-22)|a,a, .

O termo do lado esquerdo da igualdade é o fluxo sobre a superficie interna do volume de interesse:
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[E(x+A2—X)+E(x—A2—X)]AyAZ+[E(y+A2—Y)+E(y-%)]AXAZ+[E(z+%)+g(z—%)]AxAy
(18)

Observamos que para a carga atingir o ponto P é necessario que o ponto tenha coordenadas y = z =
.. Ay _ Az\
0 e no limite em que A,—»0e A,~ 0 temosE(Oi;) —E(Oi?) =0.

Ent3o somente a componente x sobrevive na contabilizagdo da equagao (18):

A

275 * ) 821 +
[(x—vxt)2+Ax(x—vxt)+(A7x) ]2 [(x—vxt)2+Ax(x—vxt)+(7x) ]

toc3q X—Vyt

4my?

Ax

X—=V,t
x - 2 AA, .

3 (By
[(x—vxt)z—Ax(x—vxt)+(A7x)2] [(""”"t)z_Ax(x _”"t)+(A7x)2]2

N W)

(19)

Temos dois termos que se somam e dois que se subtraem. Na subtracdo o limite é trivial e a equagao
(19) torna-se:

HoC ‘I{ Z(X_VXt)a}AyAz . (20)

Y2 [(x-ve)22
Entdo o divergente do campo elétrico fica como:

1 ZMOCZQAyAZ _ :uOCZq
A A A, ATy 2 (x — vyt)2

—

V-E=

ATy ? (x — vy t)? %
(21)

Para a carga estar sempre dentro do volume dv = A A A, € preciso que a distancia entre a carga e
0 ponto seja infinitesimal, ou seja, (x — v, t) « A,. Considerando a superficie que limita a carga
sempre na fronteira dessa distancia, entao o centro do campo elétrico, que é a localizacdo da carga,
deve estar na metade dessa distancia que é %" , como representado na Figura 4, assim,

Ay

(x_vxt) ::
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linhas de campo

Figura 4 - Interpretacdo da carga na equacao (22), a distancia do ponto P até a o centro da carga é x — v, t".
A circunferéncia vermelha é a imagem mental que estamos acostumados a assumir como a regiao que limita a
carga, podemos perceber que somente a metade dessa circunferéncia esta dentro do cilindro com altura e raio
X — Ut”.

Com essa condicao a equacao (21) recupera a lei de Gauss:

VB et _ el _ o _p 22)

Ay \2A Ay )20 £ £
() )T T

AN2 A, - , A\ 2 . A .
Onde n(;") fe 0 volume de um cilindro de area da base n(;") e comprimento ?", ou seja, o

volume no qual a carga esta distribuida tem o formato de um cilindro.

O divergente do campo magnético da equacao (12) é nulo para qualquer valor de (x,y, z).

2.2 LEI DE AMPERE-MAXWELL

Também com os campos dados pelas equacdes (10) e (12) obtemos que a lei de Ampére-Maxwell é
de fato satisfeita:

aﬁ(x, y,z;t)

Eolo 3t =Vx §(x, y,z;t) =

1 (y® = cAoquec(2¢? (et — 2)? + (% + 22) (> — c?)) .
—— i
4

n(cz(vxt —x)2 — (y?2+z2)(v,% — cz))g

3 (0,2 = D) poquy (vt — x)c? L
+Z - — 5/2 (vj + zk)
m(c?(vet — x)2 — (y2 + 22) (0,2 — ¢2))

(23)
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E importante observar que a equacao (23) vale para qualquer valor de (x,y, z), ou seja, em qualquer
ponto no espago!

2.2 LEI DE FARADAY

A lei de Faraday também é satisfeita pelos campos escolhidos, ou seja, o rotacional do campo elétrico
no ponto P é igual ao negativo da variagdo do campo magnético no tempo:

dB(x,y.z;t) _ 3vZc? [roa(vi—c?)](zj-yk) (24)

VXE xX,V,zZ;t) = —
Coy ) o A [c2 (wpt—x)2— (y2+22) (v 2 —c2)]

5
2

2.3 CASO DA CORRENTE DE DESLOCAMENTO E CORRENTE DE CARGAS

Como a equagao (23) vale para qualquer ponto no espaco, podemos agora examinar o0 que acontece
se o ponto P for colocado sobre a trajetdria da carga. Para y = z = 0 a equacao (20) torna-se:

AE (F.t) _ Mo qVUx A 25
€oHo at Znyz(x—vxt)3l ( )

Podemos ver na equacao (25) que o termo n(x — v,t)3 pode ser interpretado como o volume de um
cilindro de raio da base igual a altura (x — v, t), como representado na Figura 4. E ja que a metade
das linhas de campo atravessam (metade do fluxo) o cilindro de volume V=

q/2
Y2 (x—vyt)2(x—vyt)

no referencial sem linha. Ou seja,

é, no limite (x — v, t) - 0, entdo a densidade

!
vYim(x — v t)?(x — v, t) = VV, o termo

qa/2
Y2Ar(x—vyt)2 (x—vyt)

decarga p=yp' =

dE(# ) u >
Eolto =5 = HopVxl = o] (26)

Entdo, quando a carga “toca” o ponto P vale a equacao (26) e temos o surpreendente resultado que
é: O termo de corrente de deslocamento recupera a densidade de corrente de cargas! Com isso, o
termo de corrente de deslocamento generaliza o termo de corrente de cargas e a lei de Ampere-
Maxwell pode ser escrita para todas as regides do espago como:

Vx By, 50 =575 (29)

anotemos aqui a semelhanga com a lei de Faraday:

VXE(xy,zt)=— —aB(E’f’Z;t) . (30)
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3. ANALISE DOS RESULTADOS

Apresentamos o problema da carga puntiforme se deslocando com velocidade uniforme em relacao
a um referencial em repouso. Com as transformagoes de Lorentz do quadri-potencial eletromagnético
que obedece as equacoes de Maxwell, obtivemos os campos elétrico e magnético numa posicao fixa
em relagao ao referencial em repouso, os quais seriam medidos por um observador na origem do
referencial em repouso. Consideramos nessa tarefa que as equagoes de Maxwell sao leis fisicas e que
nao mudam de forma de um referencial inercial para outro, como exige o primeiro postulado de
Einstein da relatividade restrita. Entao submetemos esses campos as relagdes que as equagoes de
Maxwell impdem, e encontramos como primeiro resultado que estes campos obedecem as equacdes
de Maxwell e nesse caminho surgiram outros resultados interessantes:

O segundo resultado a ser destacado nesse trabalho é que o termo de corrente de deslocamento da
lei de Ampére-Maxwell generaliza o termo de corrente de “cargas”, e atrelado a isso a lei de Ampeére-
Maxwell guarda uma simetria mais proxima com a lei de Faraday.

O terceiro resultado diz respeito a como interpretar a carga elétrica que aparece na lei de Coulomb,
ou seja, o valor da carga é um escalar associado a intensidade do vetor campo elétrico e a localizagao
da carga € a localizacao do centro do campo elétrico. Dar um limite para o volume da carga significa
criar o conceito de carga, ou seja, alguma coisa além dos campos existe dentro de uma regido e nao
existe fora dessa regido. Esse conceito, ou essa informacdo, ndo esta presente nos campos dados
pelas equagbes (10) e (12), entretanto tivemos que atribuir um volume infinitesimal para a carga,
gue tende a zero. Sendo assim, nesse trabalho ndo necessitamos pensar na carga como uma particula
que possui um volume finito, poderiamos falar somente em intensidade de campo elétrico e
localizagao do centro do campo elétrico.

Estes resultados mostram que o termo da corrente de deslocamento, que era “estranho” na equacao
de Ampere-Maxwell, torna-se compreensivel, ou seja, € um termo que traduz o movimento relativo
de algum centro de campo elétrico, entre este centro e o ponto que é observado o termo. Enquanto
que o termo de densidade de corrente que era normal, ou bem compreendido, foi incorporado a
corrente de deslocamento.

4. CONCLUSAO

Sabemos que as velocidades dos portadores de carga num fio metalico sdo muito pequenas (~ cm/h),
também sabemos que a lei de Ampere foi obtida a partir de observacdes experimentais para o caso
de corrente em fios, ou seja, o caso nao relativistico. De fato, ndo é necessario um tratamento
relativistico para recuperar a lei de Ampere-Maxwell, basta assumirmos o campo elétrico coulombiano
e 0 campo magnético de Biot-Savart. No entanto, nesse caso, a lei de Faraday so é satisfeita para a
carga em repouso. Esse “problema” fica resolvido se admitirmos o caso relativistico mesmo para
baixas velocidades. O movimento de uma “carga” puntiforme gera os rotacionais de campo elétrico
e magnético e também as variacdes temporais desses campos, e essas quantidades se relacionam
respeitando as equagOes de Maxwell.

Um ponto que merece comentarios € o tratamento usual para uma corrente num fio. Nesse caso
consideramos uma distribuicdo continua de cargas que se movem na direcdo do fio, o cdlculo do
termo da corrente de deslocamento, em um ponto no interior desse fio, ndo captura a variacao do
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campo elétrico no tempo, ja que foi assumido ndo existir nenhum espaco entre uma carga e outra.
Assim, a parcela do campo que diminui devido as cargas se afastarem de um ponto P é exatamente
a mesma que é reposta pelas cargas que se aproximam do ponto. Fora desse fio o campo elétrico
coulombiano, pelo mesmo motivo, também ndo varia no tempo. Portanto, os resultados apresentados
nesse trabalho ndo poderiam ser alcancados com a hipétese da distribuicdo continua de cargas. Além
disso, é assumido normalmente que o campo elétrico é nulo fora do fio, isso devido a presenca do
mesmo numero de cargas negativas e positivas no interior do condutor, entretanto, o campo devido
as cargas positivas numa posicao fixa em relacao ao fio, ndo varia com o tempo e possui rotacional
nulo, ou seja, a contribuicdo para uma variacao temporal e também a existéncia de um rotacional se
deve ao movimento das cargas negativas.
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