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RESUMO

Considerando que aulas praticas tornam o processo de ensino e aprendizagem mais agradaveis e significativos,
assim como, buscando propor aos alunos um melhor entendimento do assunto equacdes diferenciais parciais,
neste trabalho, foi realizado um experimento envolvendo ensaios de laboratério e o uso de equacgles
diferenciais. A pesquisa em questao aborda um problema de condugdo de calor, o qual foi desenvolvido em
dois momentos, o primeiro foi um ensaio em laboratdrio no qual foi realizado o aquecimento de uma barra de
cobre. Ja a segunda analise do problema foi abordada analiticamente, pela modelagem matematica da fungdo
conducdo de calor, a qual foi obtida pela equagdo diferencial parcial que descreve o fluxo de calor em uma
barra. Dessa forma, o trabalho, em especifico, consiste no estudo térmico realizado em uma barra de cobre
cujas extremidades foram isoladas, e, durante o ensaio, a barra foi inicialmente aquecida e posteriormente
resfriada até a temperatura ambiente, comparando assim os resultados obtidos via experimentacao pratica com
os resultados obtidos pela solugdo analitica, através da equagdo condugdo de calor. Para coleta de dados no
laboratdrio, foram utilizados sensores de temperatura e, para obtencdo dos resultados pela equacao conducao
de calor, foi utilizado o software Maple. De posse dos dados, foram feitas analises dos resultados e do
comportamento, com o auxilio de tabelas e graficos. Os resultados obtidos foram satisfatorios, com semelhancas
significantes entre ambos os experimentos, implicando assim na viabilidade de aplicagdo da tarefa pratica no
desenvolvimento da disciplina.

Palavras-chave: Aulas praticas; Equacdes diferenciais parciais; Condugdo de calor.

ABSTRACT

Considering that practical classes make the teaching and learning process more pleasant and meaningful, as
well as, seeking to offer students a better understanding of the subject of partial differential equations, in this
work an experiment was carried out involving laboratory tests and the use of differential equations. The research
in question addresses a problem of heat conduction, which was developed in two stages, the first being a
laboratory test where heating of a copper bar was performed. The second analysis of the problem was
approached analytically, by the mathematical modeling of the heat conduction function, which was obtained by
the partial differential equation that describes the heat flow in a bar. Thus, the work, in particular, consists of
the thermal study carried out on a copper bar whose ends were insulated, and during the test the bar was
initially heated and later cooled to room temperature, thus comparing the results obtained via practical
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experimentation with the results obtained by the analytical solution, through the heat conduction equation. For
data collection in the laboratory, temperature sensors were used, and to obtain the results through the heat
conduction equation, the Maple software was used. With the results in hand, analyzes of the results and
behavior were carried out, with the help of Tables and Graphs. The results obtained were satisfactory, with
significant similarities between both experiments, thus implying the feasibility of applying the practical task in
the development of the discipline.

Keywords: Practical classes,; Partial differential equations; Conduction of heat.

RESUMEN

Considerando que las clases practicas hacen mads placentero y significativo el proceso de ensefianza y
aprendizaje, asi como, buscando ofrecer a los estudiantes una mejor comprension del tema de ecuaciones
diferenciales parciales, en este trabajo se realizo un experimento que involucro pruebas de laboratorio y el uso
de ecuaciones. La investigacion en cuestion aborda un problema de conduccion de calor, que se desarrollo en
dos etapas, siendo la primera una prueba de laboratorio donde se realizo el calentamiento de una barra de
cobre. El segundo andlisis del problema se abordo analiticamente, mediante la modelizacion matematica de la
funcion de conduccion de calor, que se obtuvo mediante la ecuacion diferencial parcial que describe e/ flujo de
calor en una barra. Asi, el trabajo, en particular, consiste en el estudio térmico realizado sobre una barra de
cobre cuyos extremos fueron aislados, y durante la prueba la barra fue inicialmente calentada y luego enfriada
a temperatura ambiente, comparando asi los resultados obtenidos mediante la experimentacion practica con
los resuftados obtenidos por la solucion analitica, a través de la ecuacion de conduccion de calor. Para la
recoleccion de datos en el laboratorio se utilizaron sensores de temperatura y para obtener los resultados a
través de la ecuacion de conduccion de calor se utilizo el software Maple. Con los resultados en la mano, se
realizaron andlisis de los resultados y comportamiento, con la ayuda de Tablas y Gréficos. Los resultados
obtenidos fueron satisfactorios, con importantes similitudes entre ambos experimentos, lo que implica la
viabilidad de aplicar la tarea practica en el desarrollo de /a disciplina.

Palabras clave: Clases practicas; Ecuaciones diferenciales parciales; Conduccion de calor.

1. INTRODUCAO

Com o objetivo de tornar as aulas de equagoes diferenciais parciais mais interessantes, assim como
tornar a aprendizagem de tal assunto mais significante, esta pesquisa consiste em uma pratica
laboratorial, cujos resultados obtidos sao comparados com os resultados obtidos pela equacgao
conducao de calor.

A motivacgao pela pesquisa se deu ao ministrar a disciplina de equacdes diferenciais parciais, na qual
os alunos sugeriram uma aplicacdo de tal conteddo em uma situacdo veridica, comparando assim os
resultados praticos com os estudados em sala de aula. Para isso, inicialmente foi realizado um estudo
piloto, com o objetivo principal de verificar a viabilidade ou nao da realizagao da tarefa.

Levando em conta a importancia da disciplina de equagdes diferenciais parciais, pois ha emprego em
diversas areas, uma aplicacao pratica, envolvendo laboratdrios e uso de tecnologias, pode ampliar a
visao da utilizacao de tais conceitos.

Segundo Diacu (2004), a teoria das equac0es diferenciais comegou a ser utilizada nas ciéncias fisicas,
expandindo-se, ao longo do tempo, para as demais areas, desde engenharia, biologia, medicina,
negocios, até as artes.

A pesquisa foi realizada em um laboratério de fisica, entre um grupo de professores do Instituto
Federal Sul-rio-grandense, utilizando e operando com os materiais de maneira criativa e improvisada.

840



Com a cooperagdao e o envolvimento dos participantes no experimento, tivemos resultados
interessantes e que certamente sao viaveis no desenvolvimento da disciplina, assim como contribuirdo
positivamente para o entendimento do estudo das equagoes diferenciais parciais.

2. FUNDAMENTAGAO TEORICA

Para desenvolver a pesquisa, foi necessario um resgate tedrico em assuntos que nortearam o referido
estudo, baseado em autores que tratam sobre conceitos de aulas praticas, modelagem matematica,
equacOes diferenciais parciais de segunda ordem e softwares Maple e Excel.

2.1 Aulas praticas

Aulas tradicionais, com metodologias convencionais, em que o professor cumpre o conteldo proposto
pelos ementarios, sem se preocupar com a absorcao de conhecimentos do aluno, somente com o
comprimento dos conteldos, estao se tornando algo ultrapassado no ensino, resultando em alunos
desmotivados, desatentos e com baixo rendimento escolar. Sendo assim, aulas que envolvam praticas
podem propor ao aluno um novo método de obtencdo de conhecimento.

No ensino tradicional, o objetivo de estudo se apresenta quase sempre bem
delineado, obedecendo a uma sequéncia predeterminada, com um objetivo final muito
claro que, muitas vezes, nada mais é que “cumprir o programa da disciplina” Ora,
ensinar a pensar matematicamente é muito mais que isso. Portanto, é imprescindivel
mudar métodos e buscar processos alternativos para transmissdo e aquisigdao de
conhecimentos. (BASSANEZI, 2015, p. 11).

Com o objetivo de tornar as aulas de calculo mais interessantes, procurando, em especifico, motivar
os alunos ao estudo de equagoes diferenciais, a pesquisa se baseia em uma proposta de emprego de
aulas praticas. Para tal, é realizada uma fundamentagao tedrica em autores que apoiam esse método
de ensino.

Para Lunetta (1992), as aulas praticas desempenham um papel importante de interacao no
desenvolvimento de conceitos cientificos, além de permitirem que os estudantes aprendam como
abordar objetivamente o seu mundo e como desenvolver solucdes para problemas complexos. Ja
Hodson (1994) relata que atividades em que os alunos estejam ativos e nao passivos sao meios
eficientes para melhorar o aprendizado, fortalecer explicacdes tedricas, reforcar informacdes de
textos didaticos, além de levarem a construcao de aprendizagens mais significativas.

Nesse sentido, aulas praticas podem criar possibilidades para que o aluno se torne mais produtivo e
ativo, além disso, justificam o estudo tedrico da sala de aula.

De acordo com Freire (1996), saber que ensinar ndao é transferir conhecimento, mas criar as
possibilidades para a sua prdpria producao ou construcao. Ou seja, ao criarmos novas possibilidades
de aprendizagem, estamos ofertando novos caminhos para que o aluno seja autbnomo na produgao
de conhecimento.

2.2 Modelagem Matematica

Para a realizacao de atividades praticas, que envolvam problemas matematicos, um assunto
indispensavel a ser tratado € a modelagem matematica, pois esta descreve o processo como um
todo, que vai desde a definicao do problema, até a resolucao e a validacao dos resultados.
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Segundo Bassanezi (2004), a modelagem matematica é um “método”, com etapas previamente
definidas. Para o autor, a modelagem de uma situacao problema ou de um problema real deve seguir
uma sequéncia de etapas. Etapas estas que sdo: a experimentacdo, parte em que se processa a
obtencao dos dados; a abstracao, procedimento que deve levar a formulacdo dos modelos
matematicos; a resolucao, substituicdo da linguagem natural pela linguagem matematica; e a
validagdo, que é o processo de aceitacao ou ndo do modelo proposto.

Para a realizacdo de uma modelagem matematica, é necessario um modelo matematico. Segundo
Lacortt,

[...] um modelo matematico é uma representagao abstrata, ou uma aproximagao, de
um problema real. Tal representacao pode ser expressa em termos de expressodes
matematicas (equacdes), por meio de uma série de células inter-relacionadas em uma
planilha de calculo, entre outras. Em qualquer que seja o caso, o propdsito de um
modelo matematico é representar a esséncia de um problema de forma concisa. Isso
traz uma série de vantagens, como permitir ao analista uma melhor compreensao do
problema em estudo. (LACORTT, 2011, p. 23).

Sendo assim, a modelagem matematica consiste no processo matematico elaborado a partir do
estudo de um problema real, o qual tem como finalidade descrever a realidade através de um
modelo matematico abstrato e, assim, obter suporte para sua representacao simplificada,
solucao e andlise (GOLDBARG; LUNA, 2005).

2.3 Equacoes diferenciais parciais de segunda ordem

Considerando que esta pesquisa foi baseada na analise de condugao de calor em uma barra de cobre,
por dados resultantes de um estudo pratico e comparado por resultados adquiridos pela equacdo
conducao de calor, obtida por uma equacao diferencial parcial de segunda ordem, faz-se necessario
um breve resgate das definicdes das equagoes diferenciais parciais.

As equagdes diferenciais parciais (EDP) sdo equagdes envolvendo duas ou mais variaveis, Xy, z,t,...
, € derivadas parciais de uma fungdo (variavel independente), u =u(x y, zt,..) (IORIO, 2016).

Uma EDP com £ varidveis independentes X, X,,...,X, pode ser denotada de maneira genérica como:

ou ou o°u o%u ou
F (X Xy ey X Uy — oy —, = 0(X, X;,ees X, 01
(%%, ox,ox, loxh ox,0X, akxn) 906, ) (01)

Em que 4 denota a ordem da derivada mais alta presente na equagdo e g(x X,,...,X,) € o termo da
equacao que s6 depende das variaveis independentes.

Ja as EDPs de segunda ordem sdo equacdes compostas por variaveis descritas por derivadas parciais
de fungdes de duas variaveis independentes, podendo ser definida de forma genérica:

ou ou 0°u du ol
F(x, x,,u—,—, , , =g(X,,X 02
0ax, ox, Ox,  oxh ' Ox,0x, azxz) 90, %) 02)

Para resolver uma EDP de segunda ordem, o método mais utilizado é a separacdo de variaveis
(NAGLE; SAFF; SNIDER, 2012). Essa técnica resulta em uma fungao u(x,, X,), a qual pode ser escrita
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como o produto das fungdes X,(x;) e X,(x,), sendo que cada uma depende de uma variavel
independente, isto é, a solugao sera:

U(Xl,X2)=X1(X1)'X2(X2) (03)

A partir de uma EDP de segunda ordem, obtém-se a equacao do calor, a qual determina o campo de
temperatura, ou seja, representa como a temperatura varia com a posicao no meio (INCROPERA et
al, 2008, p. 44).

A conceitualizacdo da equacao do calor, para Melo (2011), expressa um equilibrio fisico fundamental,
no qual a taxa de calor que entra em qualquer parte da barra é igual a taxa de absorcao de calor
naquela parte da barra.

Para estudarmos o fenémeno da transmissdo do calor e a equagao diferencial parcial que modela o
problema, convencionalmente, considera-se uma barra uniforme, de comprimento L, isolada
termicamente nas superficies laterais e com secao transversal pequena. Exemplo de uma barra de
comprimento L esta descrita na Figura 1.

Figura 1: Exemplo geométrico de uma barra para estudo de condicao de calor

3

U {} >

Fonte: elaboracao dos autores.

A equacao diferencial que descreve a conducao de calor, com variacao de temperatura nas
extremidades nula, é descrita pela Equacao 04.

2
a—u:aza—l:, (O<x<L, t>0)
ot OX
u,(0,t)=u,(L,t)=0, t>0 (04)

u(x,0) = f(x), (O<x<L)
Em que a é o coeficiente de difusividade do material.
2.4 Softwares Maple e Excel

Para equacionamento e resolucao da fungao condugao de calor, para o problema estudado, foi
utilizado o software Maple, o qual é de facil manuseio e de grande capacidade para implementar e
resolver problemas compostos por equagdes algébricas dos mais complexos niveis.

De acordo com Muniz e Marczak:

O software MAPLE consiste em um sistema de computacdo algébrica. Formalmente,
computacdo algébrica (as vezes chamada de manipulagao algébrica ou computacao
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simbodlica) pode ser definida como a computacdo com variaveis e constantes de
acordo com as regras da algebra, andlise e outros ramos da matematica. Realiza
manipulagdo de expressdes que envolvem simbolos, varidveis e operagdes formais,
de preferéncia a trabalhar com dados convencionais, na forma de nimeros e strings
de caracteres. Resumidamente, o MAPLE é um software matematico cuja
caracteristica principal é a possibilidade de trabalhar com informacdo na forma
algébrica. (MUNIZ; MARCZAK, 2001, p. 471).

J4, para representacao e analise grafica, foi utilizado o software Excel, o qual é muito utilizado no
mundo académico, por ser de facil manuseio e de grande capacidade.

De acordo com Battisti:

O Excel é um software para criagdo e manutencao de Planilhas Eletronicas, que
permite, além da manipulacdo de calculos em planilhas, a inclusao de graficos criados
com base nos dados da planilha. Podem ser criadas planilhas de calculos para
orcamentos, previsoes e planejamentos para investimentos futuros, diversos tipos de
tabelas, controle de gastos entre outras fungdes. (BATTISTI, 2010, p. 07)

Como observado pelo autor, o Excel é um software de facil operacao com planilhas eletrénicas, sendo
possivel analisar resultados e representar graficos diretamente em suas planilhas.

3. METODOLOGIA

Para a realizagao da pesquisa, foram feitas simulagdes em um laboratério de fisica do IFSul, Campus
Passo Fundo, RS, pelos autores, sendo estes professores do instituto, em que foi aquecida e apds
resfriada, em temperatura ambiente, uma barra de cobre de espessura fina, de comprimento de 27,2
cm, isolada nas extremidades por tijolos refratarios e aquecida por uma lamparina. O experimento
esta exposto na Figura 2.

Figura 2: Realizagdo do experimento em laboratério

Fonte: elaboracao dos autores.
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Para coleta de dados, foi retirada a lamparina e foram utilizados quatro sensores que coletavam a
temperatura ao mesmo tempo, em intervalo de 17,5 segundos, a medida que a barra estava
resfriando.

Considerando que ha uma simetria de difusao de calor, com a fonte de calor centralizada, foi feita a
analise de resfriamento somente de um lado da barra, sendo que, para o problema, foram coletados
e plotados quatro valores, em fungao dos comprimentos 13,6 cm, 17 cm, 20,4 cm e 23,8 cm e dos
tempos 0, 17,5 e 35 segundos. Conforme Figura 3 e Grafico 1.

Figura 3: Comprimentos em que foram coletadas as temperaturas na barra de cobre

| | | | )

136¢cm 17 cm 204 cm 238 cm

Fonte: elaboracao dos autores.

Grafico 1: Temperaturas coletadas pelos sensores em fungao dos comprimentos e dos tempos

Temperatura ( °C )

13,6 cm 17 cm 20,4 cm 23,8 cm

Lad
wh
]
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Fonte: elaboracdo dos autores.

Os valores obtidos, além de plotados, foram tabelados, conforme exposto na secao Resultados e
discussoes, para posterior comparacao dos resultados alcangados via equagao condugao de calor.

Também, com esses resultados, foi possivel obter a condigao inicial, u(x,0) = f(x), para a equagao

diferencial, ou seja, o equacionamento da funcdo temperatura no inicio do resfriamento, considerado
o tempo igual a zero.

O problema se deu de acordo com a Equagao 05.

2
N _ g2 Y (0<x<27,2: t>0)
ot OX
U (0,)=u, (27,2t)=0, t>0 (05)

u(x,0) = f(x), (0<x<27,2)
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Sendo que, no problema em questao, foi utilizada uma barra de cobre, cujo valor do coeficiente de
difusividade, de acordo com a literatura, é 0,99, ou seja, a =0,99.

Com a utilizacdo de processos matematicos, inclusive numéricos, foi obtida a equacdo condugao de
calor. Esta foi implementada no software Maple, obtendo, assim, a fungao conducao de calor para o
problema trabalhado (Equagao 06), composta por uma série de onze termos.

ul(x, 1) = 104.8 — 24.08397853c0s(0.03676470588 x ) ¢ *001 324745891 =71

2
— 60.99160414c0s(0.07352941 176t x) ¢ 001324745891 n7

+ 23.74645463c0s(0.1102941176m x ) ¢ 001324789 w01

+ 5.125982802c0s(0.14705882351 x ) ¢ 001324745891 na

: 124745
— 6.772070902c0s(0.1838235294x x ) ¢ 001324745891 n7 (08)

— 33.23661704c0s(0.2205882353x x) ¢ "OVIATAIRIL AT

+ 14.55765905c0s(0.257352041 2 x ) ¢ POV1I247ASEI m

+ 7.147300507c0s(0.2941176470r x ) ¢ 001324743891 w7

— 9.116259658¢c0s(0.33088235207 x) ¢ 001324745891 nT

8.238112494c0s(0.3676470588x x) ¢ "IVIIHATAIRIL T

Com x sendo os comprimentos da barra e ¢ os tempos utilizados no experimento.

Os valores expostos neste artigo, encontrados pela Equagao (06), sdo correspondentes aos
comprimentos 13,6 cm, 17 cm, 20,4 cm e 23,8 cm e aos tempos 0, 17,5 e 35 segundos, sendo estes
plotados no Grafico 2.

Grafico 2: Temperaturas obtidas pela equacdo de conducdo de calor em fungdo dos comprimentos e dos

tempos
Temperatura (°C )
250
200
150
_———:-_-"l._h‘-‘-_-‘_h

10:0 S

50

: 13.6cm 17 cm 20,4 cm 23,8 cm
N e 11,38 J5s

Fonte: elaboracao dos autores.
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4. RESULTADOS E DISCUSSOES

Apods todo o processo que compde a pesquisa, foi possivel obter os valores da temperatura para o
resfriamento da barra no laboratdrio, assim como os valores da temperatura para a barra através da
equacao conducao de calor, em que foram comparados os resultados. Esses resultados estao
expostos nas Tabelas 1 e 2, a seguir, e nos Graficos 1 e 2, descritos na metodologia.

Tabela 1: Amostra dos dados obtidos via laboratdrio

Compr./Tempo Os 17,5s 35s
13,6 cm 306 272 243,5
17 cm 120,5 118,75 115,75
20,4 cm 102,75 98,75 97
23,8 cm 80 81,75 82,25

Fonte: elaboracdo dos autores.

Tabela 2: Amostra dos dados obtidos via equagao do calor

Compr./Tempo 0s 17,5s 35s

13,6 cm 219,8 195,6 181,6

17 cm 150,9 141,33 135,7
20,4 cm 132 126,3 123

23,8 cm 99,4 100,5 101,2

Fonte: elaboracdo dos autores.

Os resultados da Tabela 2 foram obtidos utilizando o par ordenado (comprimento, tempo) na Equacao
06. Por exemplo, para a célula da linha trés e coluna quatro, da Tabela 2, foi feita uma ¢«(17,35), cujo
resultado é 135,7.

Os resultados se assemelham nos valores e no comportamento, somente para o tempo zero ha uma
diferenca mais consideravel.

Tais diferencas podem ser responsabilizadas pelas condigdes do experimento, como fonte de calor,
isolamento das extremidades e temperatura ambiente, assim como a formagao da equacao condugao
de calor, sendo que ela é constituida por processo numérico com apenas onze termos.

5. CONSIDERAGOES FINAIS

A pesquisa apresentou resultados significantes ao realizar uma comparagao entre os valores obtidos
pelo experimento realizado no laboratdrio e os obtidos pela equagao conducao de calor, observando-
se uma proximidade nas temperaturas e no comportamento grafico que descreve o problema.

Pesquisas comparativas entre resultados praticos e tedricos sao de fundamental importancia nas
academias, pois levam aos pesquisadores um enriquecimento de conhecimentos, além de
proporcionar recursos diferenciados para serem trabalhados em sala de aula, levando aos alunos uma
abordagem diferenciada de estudos.

Considerando que é possivel melhorar os resultados, tratamos esta pesquisa como inacabada e aberta
para melhorias, com necessidade de aprimoramentos, tanto no experimento como na modelagem da
equacao.
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J4, ao considerar a viabilidade ou ndo de realizacdo de uma tarefa pratica envolvendo o assunto de
equacdes diferenciais parciais, conclui-se que certamente € possivel, pois proporcionara bons
resultados para o problema.

Por ser viavel a realizacdo desta pratica, a insercao de atividades laboratoriais nas aulas de calculo
certamente proporcionara aos alunos um novo método de absorcdo de conhecimento, além de tornar
as aulas mais prazerosas e estimulantes para os envolvidos, ou seja, professores e alunos.
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