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Sequéncia generalizada de pell - SGP:
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sobre a evolucao de um modelo
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RESUMO

Neste artigo trazemos uma discussado, que nao desconsidera elementos de ordem histdrica, atinentes ao modelo
matematico que nomeamos por Sequéncia de Pell — SP. Mostraremos os resultados de artigos especializados,
predominantemente das décadas de 80 e 90, que indicam resultados que validam a generalizacao do referido
modelo, e que passa a ser nomeado, entao, como Sequéncia Generalizada de Pell — SGP. Intimamente relacionado
com outra duas outras sequéncias emblematicas, conhecidas como a sequéncia de Fibonacci e de Lucas,
apontaremos propriedades e relagbes desconsideradas por autores de livros de Histdria da Matematica - HM
e demarcaremos determinados elementos que podem atuar decidamente para um entendimento da evolucdo
epistemoldgica de um modelo devido a John Pell, o qual preserva seu vigor cientifico através dos séculos.
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ABSTRACT

In this article we bring a discussion that does not disregard elements of a historical order, relating to the mathematical model
named Pell ‘s sequence — PS. We show the results of specialized articles mainly from the eighties and nineties decades,
indicating results that validate the generalization of this model, amd that happens to be named then as Generalized Pell
Sequence — GPS. Closely related with anothers two emblematic sequences, known as the Fibonacci Sequence and Lucas,
we will point some disregarded properties and relations by the Mathematical History authors ™ and still demarcate certain
elements that can act precisely to understanding of a epistemolpogical evolution of a model due a John Pell and wich

preserves its scientifique vigor through the passing of centuries.
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1. INTRODUCAO

Registramos inimeros trabalhos (BICKNELL, 1975, HORADAM, 1971, HORADAM & FILIPPONI,
1995; HORADAM, SWITA & FILIPPONI, 1994; HANSEN, 1972; MANA, 1969; SURYANARAYAN, 1996)
predominantemente das décadas de 70 a 90, que discutem/abordam propriedades relacionadas com
a sequéncia de Pell. John Pell (1611 — 1685) é considerado um dos matematicos mais enigmaticos do
século XVII (MALCOLM, 2000, p. 275). Figura intelectualmente reconhecida no continente europeu
do século XVII, se tornou conhecido ndao como consequéncia de suas publicacdes, todavia por suas
atividades, contatos e intensas correspondéncias. Por outro lado, Malcolm (2000, p. 276) comenta
que Pell adquiriu renome pelo desenvolvimento do estudo das equagdes de Pell, descritas por
x2 — Ay? = 1, com x, y, nUmeros inteiros e A ndo quadrado inteiro.

Malcolm (2000, p. 279) assinala que “Pell manifestou fidelidade aos métodos didaticos apregoados
por Comenius, relativamente ao qual, as criancas devem progredir, em niveis crescentes de gradacao,
usando em cada etapa, um precognigao existente para o ulterior”. Walker (2011, p. 34) recorda que
Pell desenvolveu atencdo especial a determinados problemas envolvendo tabuas de quadrados, somas
de quadrados, primos e compostos, logaritmos e antilogaritmos, etc. No trabalho mais conhecido
de Pell, intitulado An introduction to Algebra, ele explica e discrimina regras para 0 manuseio e
simplificagdes de equacdes. Walker (2000, p. 36) acentua ainda que “John Pell, pelo menos o nome,
é provavelmente mais conhecido por intermédio da sequéncia de Pell ou equagao de Pell. Gullberg
(1997, p. 288) esclarece que “embora a sequéncia de Pell foi nomeada apds sua morte, nds nao
encontramos nenhuma outra boa publicacao que enfatize sua real e extensiva contribuicao”.

Figura 1. Walker (2011, p. 150) discute relacoes explicitas relacionadas
com a sequéncia recorrente de Johhn Pell (1611 — 1685)

Por fim, Waker (2011, p. 37) observa que Pell preferia permanecer no anonimato. Desse modo,
suas publicacdes ndo se evidenciaram ou concorreram em maior impacto cientifico tanto quanto os
manuscritos e artigos de seus contemporaneos. Na proxima secdo, estudaremos a sequéncia de Pell,
apresentada por Walker (2001, p. 38) com énfase em determinados aspectos desconsiderados por
autores de livros de HM. Em seguida, abordaremos a generalizagao do referido modelo.
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2. A SEQUENCIA GENERALIZADA DE PELL — SGP
Na introducao do seu manuscrito, Bicknell (1975, p. 345) observa que:

Os leitores regulares deste jornal estao razoavelmente acostumados com propriedades
basicas e identidades relacionadas com a sequéncia de Fibonacci e suas sequéncias
associadas, bem como a sequéncia de Lucas. Todavia, pode ser desconhecido o fato
de que a sequéncia de Pell € uma de varias outras sequéncias que partilha um grande

nimero das mesmas propriedades basicas.

No excertoacima, aautor direciona seu discurso aos leitores da revista intitulada The Fibonacci Quarterlly,
periddico dedicado aos leitores e entusiastas da sequéncia formulada por Leornardo de Fibonacci.

Bicknell (1975, p. 345) fornece a seguinte sequéncia numérica: (1,2,5,12,29,70,169,...,p,....) .
Pouco mais adiante assina que “é facil ver que, cada termo da lista anterior é dado pela férmula

p,= P,..+P., P =1p,=2" Poroutro lado, registramos no trabalho de Alves & Borges Neto
(2011) e Alves (2016) a possibilidade de descricao da sequéncia de Fibonacci no campo dos nimeros

inteiros, que denotaremos por ( pn) - Com um raciocinio semelhante, Horadam (1971), ainda

na década de 70, acentua possibilidade andloga para o caso da sequéncia de Pell ( P, )nez, como
divisamos na figura 2.

(pl: ** Py Py Py Poy Py Py Py Py Py Py -+
' ies 212 5 -2 1 0 1 25 12 29 «oo

Figura 2. Horadam (1971, p. 245) descreve a sequéncia de Pell (pn) definida no campo

neZ

dos inteiros, de modo semelhante ao caso de (fn )nez

Com posicaoconcordeadeHoradam, Bicknell (1975, p. 345) afirmaque ™ tal sequéncia pode serextendida,
com os seguintes valores e seu termo geral : p,=0,p_ =1, p,=-2,p,=5,...,p_, =(=1)""-p " A

formula indicada por Bicknell pode ser verificada, com a seguinte constatagdo: p_, = (-1 p, ,que
possui intima relacao com a mesma propriedade, no caso da sequéncia de Fibonacci. Ademais, tendo

pn—l pn—l
pn—2
.Ora, assumindo a existéncia do seguinte limite em

n-1

~ 1 ,
em vista a descrigao P, = 2pn—1 +p,, [ P JZ 24 P — 2+( ] . No que segue, assumiremos

pn pn—l . 1
yn::—;Yn— = ° yn :2+
pn—l 1 pn—2 ( ) (yn—l)

termos da sequéncia definida ha pouco: y, = ﬁ;yn_l = Py (J’n ) =24+
pn—l pn—2 (yn—l )
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Dai, Bicknell (1975, p. 345) exibe a seguinte equagdo ' =2y+1< > —-2y—-1=0

2+\/— 2- \/—

De imediato, vemos que suas raizes sao descritas por «a= ,P= Dai,
1 1 2 2
~ - - - +
observamos, por Indugdao Matematica que : p, S A Lp,= a =P _ P =2 ,
o - a-p 1
3_ @3 _ 2 2y a*=2a+1
b= a —p _ (a—=p)a" +af+ ) > 2a+1+af+20+1 _242(a+ f)—1=6-1=5e,
a-p (a—p) pr=2p+1 1
admitindo p, = @’ =P , deveria haver que:

n n—1 n—1 n n n—1 n—1
a’ — a’ — 2a”" 20" +a" —
pn+1:2pn+pn71:2 ﬁ + ﬂ = ﬂ ﬂ =
a-p a-p a-p

_Q2a” +a"H)-2p"+ ") _ a Qa+1)-p" 24+ _ a"(a®)-p"(B) _
a-p a-pf a-p

[Z—I_\/g}rﬁ-l_[z_\/g]nﬂ

n+l _ pntl 2 2

e >l
a-p 22

O resultado acima, verificado apenas para indices naturais, pode ser verificado, ainda, com base
na teoria das equagdes de diferencas, como assinala Ivie (1970). Neste caso, o autor considera

a seguinte equagdo geral p, =A4-a"+B-p" , e, com as condigdes iniciais p,=0,p, =1 ,

Po=A+B=0 ) ) )
escrevemos : . Fazendo as contas no sistema anterior, Ivie (1970, p. 108)
p=A4A-a+B-p=1
indica os valores 4 = L, B= b . Pouco mais adiante retomaremos as mesmas ideias de modo
22 242

pormenorizado. Portanto, estabelecemos uma formula explicita para os niumeros de sequéncia de
Pell, semelhante ao modelo descrito como a férmula de Binnet, dada agora pela seguinte expressao

S R S R )

Outra propriedade semelhante ao que registramos no caso da sequéncia de Fibonacci, se mostra
acentuada por Bicknell (1975, p. 345), ao comentar que “geometricamente, os nimeros de Fibonacci
sao relacionados com o retangulo de ouro, que possui a propriedade, relativamente a qual, se
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removermos um quadrado cujo lado seja igual a largura do retangulo, e o retangulo remanescente

5
2

é ainda um retangulo de ouro”. Stakhov & Aranson (2011, p. 78) recorda que os nimeros

1++/2 sdo chamados, respectivamente, razdo de ouro e razdo de prata (FALCON, 2011).

A . ~ 1 . ,
Ora, no caso de sequéncia de Pell, obtivemos a relacao % = Y que descreve o raio do comprimento
y_
do “retangulo de prata”, de comprimento y e largura 1. Agora, quando dois quadrados, de lados
iguais, sdo removidos, de mesma medida da largura, o “retangulo de prata” remanescente possui
a mesma razao de comprimento com a largura, como no caso do retangulo original. Divisamos a
relagdo anterior, com base na figura 3, descrita por relacdes geométricas e determinadas razbes e

propriedades semelhantes ao caso da razao de ouro estudada pelos gregos (DEBNATH, 2011, p. 342).

l“' ¥ S|

Figura 3. Bicknell (1975, p. 346) explica a obtencdo do retangulo de prata relacionado com a sequéncia de Pell que possui
significado analogo ao retangulo adreo.

Logo na sequéncia, o mesmo autor comenta a propagagao do processo obtencao das médias
proporcionais anteiores, descritos pela igualdade anterior e, desse modo, a replicacdo do “retangulo
de prata”, semelhantemente ao processo com a razao aurea, que se relaciona de modo intimo com a
Sequéncia de Fibonacci (ALVES; 2015b; ALVES, 2016).

< v >

Figure 2

Figura 4. Bicknell (1975, p. 348) explica a generalizagdo do processo de obtengdo do retdngulo de prata relacionado com
a sequéncia de Pell

No que concerne a sua expansao em indices inteiros, Hansen (1972, p. 573) enuncia o seguinte lema:

A sequéncia de Lucas satisfaz a seguinte relagdo L, = f, ., + f,_,»n € Z . Em sua demonstragdo,
Hansen observa, apenas, que
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Pl AN [L_l]: ! [ﬂ”—a"j: Q) [a"—ﬂ"jz(_l)_n+l[a"—ﬂ")
T ap @pla B) @-pl@py ) @-pl ) a-p

ou seja, vale f =(-1)"""-f , com n>0 . De modo similar, no caso da sequéncia de Lucas,
infere L =a"+ " =(af)" (a” +p" ) =(=D"(a"+p")=(-D"-L,. Por fim, a equagao

f(—n)+1 + f(—n)—l = f_(n-l) + f_(;m) = (_1)_(n_1)+1 fn—l + (_l)_(n+1)+l fn+1 = (_1)(_]1) (fn-l + fn ) = (‘DHI)Ln =L,.

Portanto, Hansen conclui a igualdade anterior para todos os inteiros.

Ercolano (1979) discute a descricdo da sequéncia de Pell, por intermédio de representagbes

2 1
matriciais. Neste sentido, indica a seguinte matriz geradora da mesma M :(p 2 P lj:(l Oj
b P

21 P, D

Mn+1:Mn.M:[pn pn—lJ(z lj:(zpn—i_pn—l pn J:(an pn j
Py P )\1 O 2p,+ Py Pua P, D

Reparemos ainda que, com origem na relacdo anterior, podemos determinar que

5 2
. E podemos observar que M> =( ]:[pS sz . E, procedendo por indugdo, verificamos:

n n—1

n+ n+ n+ pn+ pn
(-1 = (det(M))"! = det(M 1):det{ ! j:(pnﬂ- P00 ).

Ou seja, semelhantemente a formula de Cassini (KOSHY, 2007, p. 133) para o caso da sequéncia

de Fibonacci, que indica a relagdo f,, - f.,—f,> =(=1)""", encontramos uma relagdo equivalente

n+l1
Do Poy — D, =(=1)"" para a sequéncia de Pell. Ora, se empregarmos ainda a identidade matricial
M"™? =M"M?, podemos encontrar a seguinte relacdo generalizada segundo a abordagem matricial:

Puipnt Pusp | (pm P, j Poi Py ) (PuaPpa ¥ PuPy  PyaPp+ PPy
pn+p pn+p71 pn pn71 pp ppfl pnpp+1 + pnflpp pnpp + pnflppfl
Ora, com origem na igualdade anterior, Bicknell (1975, p. 347) escreve a seguinte relacao

pn pnfl
podemosavaliar, porintermédiodeumraciociniosemelhanteparaocasodasequénciadeFibonacci(BASIN;
VERNER & HOGGAT, 1972, p. 19) a expressao algébrica envolvendo matrizes que indicamos, da seguinte

forma (p2n+2 p2n+1] — M2n+1 :MnMn+l :[ pn pn—l j[prﬁl pn j:( pnpn-H +pn—1pn pnpn +pn—1pn—1 J
p2n+1 p2n pn—l pn—Z pn pn—l pn—lpn+l + pn—2pn pn—lpn + pn—2pn—1

Puipat = PusiPpu + D, P, COM n, p € IN . Considerando a seguinte relagdo M "' :(p"“ P J ,
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e concluir a seguinte identidade p,,.,=p,’+p,.’ -

Retomando a formula explicita para os numeros da sequéncia de Pell, vimos que

2+«/§ ’ 2—\/§ ’
2 ] 2
a-p

p, = e, acompanhando o tirocinio de Bicknell, revelamos o comportamento

2]
D, J: a" - p" _ a "j;" a—ﬂ~O: a:[2+\/§j:1+\/§
i) @ =B 1_(ﬁjn_l o{Za 1-0

do seguinte quociente [ 5
a

e registrando a seguinte propriedade lim(ﬁj =0. Por outro lado, obtivemos que p, = a2\—5ﬁ
n—o\ o

e tal férmula pode ser expressa para qualquer neZ . Dai, para n>0 , buscamos expressar

1 1
_a" =B _(an ﬂ"j_ B -a")y  a"-p" (—1)7n-p .

N W2 2(ep) 2W2(-1)

Horadam (1971, p. 245 — 246) descreve ainda a Sequéncia Generalizada de Pell (SGP).

Emprega a seguinte notagao {Wn(a,b:p,q)} . Dai, Horadam fornece a seguinte listagem:
(coonee s W W W W W W W W, W, W,...,...). Na figura abaixo, o autor admite que
Wy=a,W,=bW,

n+2

=p-W, . —q-W,  coma condigdo de que a,b, p,q € Z . E, um pouco adiante,

assinala que a SGP é determinada pela formula W, (0,1:2,-1).

y as b spb-qa : pzb-pqa-qb gess oo

Figura 5. Horadam (1971) fornece, de modo explicito, os termos gerais de uma SGP.

Com origem do artigo de Horadam, Swita & Filiponi (1994), para concluir, trazemos mais uma espécie
generalizacdao oriunda do modelo da sequéncia recorrente de Pell. Esses autores indicam a seguinte
relagao polinomial p,(x)=2x-p, (x)+ p, ,(x), p,(x) =0, p,(x)=1 . Tal relacdo define os
polinomios de Pell ou Sequéncia Polinomial de Pell - SPP, conforme a explicacao de Horadam, Swita
& Filiponi (1994, p. 130). Horadam & Mahon (1985, p. 7), seguindo mais uma vez o raciocinio
da possibilidade de descricao em todo o campo dos inteiros, observam simplesmente que vale a

identidade polinomial que indicam por p_, (x)=(=1)""p,(x) , VxeIR .
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Eles descrevem, ainda, alguns termos iniciais, que indicam por:

P, (x)=2x%, p;(x) = 4X2+1,p4(x) =8x> +4x
, ps(x) =16x" +12x% +1, p,(x) =32x° +32x° + 6x, etc...

Nesse caso, podemos introduzir uma variavel "Y", considerar a equacdo Y> —-2xY —-1=0 . E, assim,
inferir que a expresdo correspondente para as suas raizes sdo dadas por a(x)=x++x’+1 e

L(x)=x—~x>+1 e, desse modo, escrever a formula explicita para os termos da SPP da seguinte

a(x)' = ()" (“m)n ‘(’“‘m)n
o-p j: 2/ +1

, para Vxe IR .

maneira p, (x)= [

Concluiremos essa segao discutindo o modelo matematico de extensdo continua da seguinte férmula

a"-p" - . . ..
P , que fornece uma descricao explicita de seus termos, todavia, para valores no dominio

n

no campo dos reais. Para tanto, Scott (1968, p. 245) apresenta um problema de encontrar as fungdes
continuas f(x) satisfazendo a equagao (*) f(x)—c¢ f(x—1)—c,f(x—2)=0 , onde ¢,c,€IR ,

onde «, 8 constituem as raizes da equagdo x* —2¢,x—c, =0 . Adaptamos seu modelo ao nosso caso
de interesse. Desse modo, fazendo as contas (por Bashkara), sdo descritas por « =c, ++/c +c, €

B =c,—+Jc +c, . Dessa forma, podemos ainda empregar as seguintes condigdes a” —2c,a —c, =0
e que , tendo em vista as raizes «,f da equagao anterior.

Com origem na primeira equagdo a’-2ca@—c,=0, Scott (1968, p. 245 — 246) escreve:
a’-2ca-c, =0 a7 x(a’-2ca—c,)=a"x0=0«< (" —2ca —c,a"?)=0

. E, entdo, estabelece que a*=2c,a™' +c,a*?,VxelR. De modo similar, obteremos também
B =2 -, =0, =2¢ " +c," . Ou seja, determinamos solugBes particulares para
a equagdo (*) indicadas pelo par a* =2c,a™' +c,a*? , B*=2¢,5"" +c, 7, para valores reais.

De modo geral, quando lidamos com Sequéncia Recorrentes Lineares Homogéneas
— SRLH, assumimos o modelo descrito em Vorobe'v (1961, p. 24), quando aponta

(clao +e, B, ca +e, B, ca’ +ce,pB,....ca” +c,B",.. ) as solugdes gerais das mesmas,

que adaptamos ao caso da SP.

E, num caso particular, Scott (1968, p. 246) passa, entdo, a considerar expressao similar
U(x)=2¢,-a"+¢,-b* , em que k,,k, € IR sao quaisquer constante e passa, logo em seguida, a
considerar os seguintes casos: (i) a>0,b>0 ; (ii) a>0,b<0 ; (iii) a<0,b<0 .
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De imediato, se ocorrer (i), teremos a seguinte fungdo continua na variavel real'x’, U(x) = 2¢, -a” +¢, -a”

Por outro lado, quando ocorre (ii) ou (iii) (b<0), deve acontecer que b* € C—IR. Isto &, assumira
valores imaginarios no campo dos complexos. Nao obstante, Scott (1968) acentua que  nao fornece,

imediatamente, uma extensdo com valores reais que procuramos”. Desse modo, para c,,c, € IR

,a=14+2=qa , b:l—ﬁ:ﬁ e, em se tomando ¥V (x)=Re[U(x)] , sera uma funcdo real que
satisfaz a condicao (*). Recordamos que casos semelhantes sao discutidos em Lucas (1877, p. 185).

Um pouco mais adiante, ao considerar uma SRLH, no caso do modelo de Fibonacci,

assume ¢ =c,=1l..a=1+ V250 e p=1 ~/2<0. Por outro lado, Scott escreve
-1 .
= (1 + \/5) =2-1= —(1- \/5) =—f e, desde que ¢€e"=-1 , podemos encontrar:

-
L= (=B =e™ (- ,B) = 6"(coszx+isenwx).  Segue  que, para O  cCaso

U)=2¢,-a"+c,-f*=p(0)=0 (2¢,+¢c,=0 2¢,+¢,=0
U)=2¢,-a' +c,-f' = p()=1 2¢-a+c,-f=1 2cl+2c2+\/§cl—\/§c2:0

Em seguida, passamos a determinar os valores para as incognitas do sistema anterior, descritas por

1
2—2\/5'

Por fim, encontra Re(U(x)) = Re( !

1 .
W i R

COS X + isenfrx))) =. Isto é,

a =06 -cos(rx) .0 -senmx, o’ —0O" -cos(7wx)

NN R N

247) exibe a seguinte funcdao na variavel real ‘X, agora descrita por f(x)= d

determinamos que  Re( . Por fim, Scott (1968, p.

Y —(=p)" -cos(mx)
5 /

aonde « =1+«/§ e ,B=1—\/§ . Vale comentar que o modelo sugerido por Scott ndao é o Unico

que encontramos na literatura. Com efeito, considerando modificacdes necessarias para o caso da

[04 a
SP, podemos considerar ainda f(x)=—F
S(x) 7
relativa ao caso da Sequéncia de Fibonacci. A ultima formula pode ser originalmente encontrada em
André-Jeanin (1991, p. 13) ou em Horadam & Shannon (1988, p. 3).

, como sendo uma adaptacdo do caso da SGP

Assim, temos a possibilidade de prever o comportamento da funcdao anterior, de acordo com sua
extensdao ao campo dos numeros complexos. No trabalho de Rana; Chauhan & Negi (2010), deparamos
uma aplicacao imediato, no contexto de Sistemas Dinamicos, para a fungdo de Pell, vista como funcao
na variavel complexa. E, em consonancia com um estudo peculiar nesta area de investigacao, os
autores descrevem o comportamento da fungao de Pell, no processo de aproximagao ou nao de
pontos fixos. Na figura abaixo, Rana; Chauhan & Negi (2010, p. 27 — 28), com recurso computacional,
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proporcionam a visualizacao de um Fractal, gerado a partir do modelo de Pell e de Pell-Fibonacci
sequence. Os autores o denominam de Pell-Fibonacci Fractal (fractal de Pell-Fibonacci).

No préximo segmento estabeleceremos um contra-ponto aos resultados apresentados nas duas
Ultimas secoes. Com efeito, abordaremos identidades recentes, apreciadas em artigos cientificos,
ratificando o carater ndo estatico, de vigor indene e atual do modelo de Pell. Vale assinalar que os
conhecimentos mobilizados até esse momento sdo compativeis com as exigéncias de um curso inicial
de formacao de professores de Matematica (ALVES, 2016).

Figura 6. Rana; Chauhan & Negi (2010, p. 27 — 28) discutem a construgao
de Fractais com o uso do modelo da sequéncia de Pell e Fibonacci.

3. ALGUNS RESULTADOS RECENTES SOBRE A SGP

Nesta secdo acentuaremos alguns resultados hodiernos, extraidos da SGP. Constatamos em varios
livros de HM que, muitas das propriedades doravante discutidas sao abordadas, para o caso da SF ou
da SL, entretanto, quando objetivamos a SGP, resultados semelhantes carecem de maior publicizacao
no locus académico, quando consideramos aqui um contexto de graduacdo em Matematica. Neste
sentido, no manuscrito de Kilic & Tasci (2005), registramos o seguinte resultado.

Lema: sendo p, o n-ésimo numero da sequéncia de Pell, entdo, valem os seguintes resultados : (i)

2p, Py +Pi 0y =" (i) 2p,.p, = pro =Py =200 5 () pltpy+pi 4o+ p =% 7 (iv)

p2n+1 _2pn+1pn _l
2

pZn—l +2pnpn—1 _1
2

D\Py Do P33Pyttt PP, =

Demonstragdo: Vejamos o item (i). De imediato, para n=1..2p,p,+p;—pi=0+0-1=(-1)

E para n=2:2p,p,+p—ps=2-21+1"=-2> =1=(-1)° : No que
segue, assumindo o passo indutivo, Kilic & Tasci (2005, p. 2), escrevem
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2p, o+ Do —pPe=p, (2P, + P, ) - P2 =(Poa —2P,) (P, ) — P, - Portanto, obtém a seguinte
igualdade  2p,p,,+ Py = Py =-2P, Py = Py + P ==1-(2p, P, + Py~ Py ) = (D(=1)" . Dai, segue,

imediatamente, que: 2p p,., + p. — p.., = (=1)"*" , para todo indice natural.

No caso do item (ii), repetimos o argumento preliminar, que indica a seguinte igualdade
descrita  n=1..2p,p,=0=1=2>-1>-2-2-1=p; —p? —2p,p,. Em seguida, para
n=2:2pp,=pi—p —=2p,ps<>2-1:2=5-1"-2.2.5=4. Logo em seguida, usando o item (i),

teremos: 2p, ., p, +2p, P, =(Pn = Poy + (D" )+ (pr — pr + (D" ) =

Pr— Do+ (D" +(=D(=D"=p =P 2P, Py + 2Py Py = Prsi — Py -

Reparemos, no argumento anterior, o emprego do item (i), e nao o modelo de
inducdo matematica. Correspondentemente ao item (iii), Kilic & Tasci admitem que
_ PP _ Db PP _Pi (P—p) _P (2p) _ 2.

a. Soa—a._ = = =p.
i 2 i i-1 2 2 2 2 pl

Com origem na expressao anterior, passaremos a tomar a seguinte soma finita:

n

n

2 2 2 ) 2 PP

pr+pi++pr=> (a,—a_)=a,—a . p; :an—al+1:an:—”2”+ e segue
i=2 i=1

o resultado. Para concluir, Kilic & Tasci (2005, p. 165), com origem no item (ii), escrevem:

2p,p, = pi — P{ —2p,p;s
2p,ps=ps— D> —2DsDs
2psp, = P: —P; —2Dp,Ds

2Py 2Pps = Py = Poz—2P,1D,
2Py Py =P = Poy — 2P, P

E, por adicao das equacdes anteriores, obtém que
2pips+ paps ++p,1p) = (03— 0 )+ (pi = 3 )+ (03— p3 )+ +(Pl — Pl ) -

2(pyp3 + P3Py + PaPs +++ PPy + PuDont) . Os pormenores podem ser apreciados no

escrito de Kilic & Tasci (2005, p. 166), de modo que, para os valores particulares da SP, que

-2 -1
indicamos por p, =1, p, =2 encontraremos p,p, + p,p,+ pip,+++ PP, = Po 5””17”

, enquanto que, para os valores iniciais p, =1, p, =3 , inferimos finalmente que

Doy t2p,0, 1
DDy + PyPs+ P3Py ++ P, p, =2 5 — .
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Os ultimos resultados discutidos ainda em literatura cientifica recente evidenciam a constante evolucao
e a uma profusdo de propriedades oriundas do modelo de sequéncia recorrente homogénea linear.

4. CONSIDERAOES FINAIS

Neste trabalho discutimos alguns aspectos relacionados com a Sequéncia de Pell e a Sequéncia
Generalizada de Pell — SGP. Abordamos certas propriedades relacionadas com um modelo matematico
que foi objeto de interesse por parte do matematico John Pell (1611 — 1685). Podemos constatar,
pois, com origem na consulta de artigos da década de 80 e 90, a prdpria evolugdo de um modelo
matematico, no sentido de sua sistematizacao e enlarguecimento de suas relacdes tedrico-conceituais
em varios ramos especializados da Matematica. Tal fato pode ser constatado a partir da consulta de
trabalhos mais recentes (CATARINO, 2013; HALICI & DASDEMIR, 2010; RANA, CHAUHAN & NEGI,
2010; KILIC & TASCI, 2005; 2006; RAY, 2009; WALKER, 2011).

Assim, como origem nas referidas fontes, constatamos a descricdo dos termos explicitos da sequéncia

(Pn )nem , com indices inteiros que denotamos ao decurso do escrito por ( pn) S Ademais, como

ne

origem na férmula demonstrada e descrita por p, :( ! J{2+\/§] +( ! j(2—\/§J

22 2 22 2
podemos facilmente determinar o comportamento do quocinte lim @:H«/E conhecido como
n—+o0 pn

razao de prata. Ademais, como origem em uma adaptagao do modelo desenvolvido por Scott (1968),

a* — (=) -cos(zmx)
V2

, quando adaptamos a descricao de Andre-Jeannin (1991).

expressamos a fungao de Pell, na variavel real, que indicamos por f(x) = ,ou

. . a*—e"-a”
ainda a formula f(x) = 7

Para concluir, temos a oportunidade de comparar iniUmeras identidades discutidas por autores de
livros de HM (ESTRADA, 2000; EVES, 1969; GULLBERG, 1997; HERZ, 1998), nos casos da Sequéncias
de Fibonacci e de Lucas, com outras, relativamente recentes, que demonstramos na Ultima segdo,
para o caso da Sequéncia de Pell. As identidades discutidas por Kolic & Tasci (2005; 2006) evidenciam
as repercussoes epistemoldgicas de um modelo no ambito da pesquisa em alto nivel.

Para concluir, vale assinalar que mantivemos nosso olhar afetado por um interesse que se caracteriza
por uma “analise historiografica”, que assumimos aqui, segundo um olhar de Nobre (2003, p. 541).
E, nesses termos, assinalamos que “o papel do historiador € sempre estar atento a origem das
informacdes que recebe e a diversidade dos caminhos que levaram a concepcao do fato histérico
consumado”. Em nosso caso, trazemos ao leitor (professor de Matematica) informagdes extraidas
de escritos académicos produzidos nas décadas de 80 e de 90 que mostram a evolucdo do modelo
proposto pelo matematico John Pell (1611 — 1685). A discussao e apreciacdao da evolucdo de um
modelo deverad asseverar o carater ndo estatico evolutivo do conhecimento matematico (ALVES,
2015a; 2015b).
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