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RESUMO

O presente trabalho elege como objetivo uma andlise epistemoldgica e implicagdes metodoldgicas tedricas com
0 assunto envolvendo a nocao de integracdo de fungdes na varidvel complexa. Assim, diante do seu carater
reconhecidamente abstrato, apresenta alguns elementos classicos constituintes de uma Engenharia Didatica —
ED. Isso posto, o trabalho discute ainda fatores que atuaram no sentido da consubstanciacao de uma esfera
de praticas investigativas no ambito da Didatica da Matematica - DM, com interesse declarado pelo ensino/
aprendizagem e, como aplicacdo, aborda o caso da integral de Fresnel, com arrimo na Teoria das Situagbes
Didaticas — TSD. De acordo com as caracteristicas da ED, temos a possibilidade de buscar o acréscimo de
conhecimentos didatico-metodoldgicos sobre a nocdo de integracao, tendo como cenario a Transicdo Complexa
do Calculo — TCC.
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1. INTRODUCAO

Indubitavelmente, os estudantes enfrentam estudos de determinados assuntos especificos na
academia que demandam alguns anos, quando nos atemos aos cursos de graduagao em Matematica.
Ademais, determinados elementos ou fatores podem atuar no sentido de dificultar ou modificar as
relacdes que os aprendentes mantém com a Matematica, como por exemplo, um intrincado sistema
notacional e um trato eminentemente formal e estruturante, caracteristico dos estudos académicos.

De modo particular, abordaremos e discutiremos alguns elementos tedricos de ordem epistemoldgica
e metodoldgica atinentes ao contexto da Transicdo Complexa do Calculo — TCC. O referido contexto
busca demarcar os elementos de transicao e os elementos de ruptura que podem proporcionar
avancos na aprendizagem dos estudantes, bem como podem representar o motivo de lentiddes e
incompreensdes de determinados conceitos cientificos, dentre eles, por exemplo, a nogdo do processo
de integracao na variavel complexa.

N3o obstante, diante de um quadro de relativa escassez de estudos académicos desenvolvidos
no ambito do TCC, apoiar-nos-emos numa perspectiva de investigagao sistematica cientifica, cujo
campo de interesse e esfera de praticas se mostra demarcada pela vertente francesa em Didatica da
Matematica - DM Isso posto, elegemos a Engenharia Didatica - ED, com o escopo de perspectivar,
do ponto de vista tedrico, alguns elementos de ordem epistemoldgica e metodoldgica atinentes ao
conceito de integracdo de funcdes na variavel complexa. Ademais, propugnamos um viés de aplicagdo
do aparato tedrico conceitual garantido pela ED, posto que, conhecemos uma profusao de trabalhos
que discutem com pormenores suas caracteristicas. Dizendo de outra forma, o leitor interessado em
maiores detalhes sobre a ED podera consultar outros trabalhos cientificos produzidos desde a década
de 80.

2. SOBRE A NOCAO DE INTEGRACAO DE FUNCOES NA VARIAVEL COMPLEXA: ASPECTOS
EPISTEMOLOGICOS

Ha décadas, registramos uma profusdo de trabalhos cientificos que representam a vigilancia de
pesquisadores concernentemente ao processo de transicao da escola para a universidade, no que diz
respeito aos contelidos matematicos. Por outro lado, temos observado um interesse de estudos que
buscam compreender fendmenos relacionados ao ensino e a aprendizagem de matérias especificas e
que demandam tempo prolongado de estudos no locus académico.

Com esta preocupacao, assinalamos a perspectiva da Transicdo Interna do Calculo — TINC, que nos
informa que uma profusao de entraves e obstaculos podem ser enfrentados pelos estudantes, no
contexto do estudo do Cdlculo em Uma Variavel real — CUV para o Calculo em Varias Variaveis —
CVV. Ademais, tal perspectiva possibilita ainda uma ampliagao de apreciacao, posto que, passa a
considerar, ainda, a passagem da variavel real para a variavel complexa. Dessa forma, Alves (2014b;
2014c; 2016) cunhou o termo Transicao Complexa do Calculo — TCC e, com isso, pretende demarcar
um periodo de estudos que demanda alguns anos de contato com teorias das funcdes na variavel real
e das fungOes na variavel complexa.

Com arrimo da figura abaixo, acentuamos apenas as modificacOes simbolico-notacionais que
condicionam, inexoravelmente, a exigéncia das habilidades e do trato formal dos aprendizes, no caso
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especifico do processo de integragao de fungdes. Na mesma figura, observamos que a trajetoéria de
transicdo para a variavel complexa se mostra mais amplo (e demorado) do que a mudanga de uma
para varias variaveis. Por exemplo, a simples mudanca notacional Lb f(x)dx = j:: f(2)dz impOe uma
série de mudancas e alteragdes topoldgicas e operacionais que devem, irremediavelmente, exigir
novas (e intrincadas) habilidades no trato e operacionalizacao do objeto integral.

| 7RAVSIC40 COMPLEXA DO CALCULO - TCC |

TRASICAO TROSICIO . TRANSICAO I _[ f(x,y)ddy m\mc,;o

fodk = [ = fxpdx =
L L L [ [ [ f(x.3.2)dxdydz

j f@dz

| TRANSIG40 INTERNA DO CALCULO - TINC|

Figura 1. Modificagdes simbdlicas notacionais que indicam a Transicdo Interna do Calculo — TINC e a Transicdo Complexa
do Calculo — TCC (elaboragdo do autor)

Ora, com origem em uma analise acodada, poderiamos desconsiderar uma série de propriedades
invariantes, e outras propriedades generalizadas e, mesmo, nao mais validadas, na medida em que
langamos um olhar investigativo (da esquerda para direita) na figura 1. Entretanto, nosso expediente
buscard compreender/identificar possiveis barreiras ao ensino.

3. ENGENHARIA DIDATICA E ELEMENTOS DE ORDEM EPISTEMOLOGICA

Num contexto de forte influéncia do pensamento bourbakista (MARGOLINAS & DRIJVEERS, 2015;
MARGOLINAS, 2005; HAIRER & WANNER, 2008) e uma crise instalada no ensino de Matematica na
Franca, ocorreu uma mobilizacdo de estudiosos franceses, institucionalmente organizados nos centros
de pesquisa e formagao para o ensino de Matematica (IREM), culminando com o reconhecimento, por
parte da comunidade cientifica, da area de estudos nominada Didatica da Matematica — DM (DOUADY,
1984).

De modo preciso, no final dos anos 60 e inicio dos anos 70, ocorreu uma crise muito forte em torno do
ensino da Matematica na Franca (DOUADY, 1995, p. 1). O Ministério Educacional Nacional propugnou
o projeto dos IREM tendo em vista um ambiente institucional de trabalho conjunto de uma profusao
de especialistas que atuam no campo do ensino. No ano de 1972, Douady (1995a, p. 3) recorda que a
escola de Michelet, em Burdeos, influenciada pelas ideias de Guy Brousseau, foi criada com um intuito
de investigacdo da prépria pratica educativa e acompanhamento dos fendmenos didaticos.

Com origem nos trabalhos cientificos originados das equipes dos IREM s ocorreu uma reformulagao
da perspectiva inicial da criacdo do projeto e, assim, se delineou uma nova problematica. Com efeito,
Douady (19953, p. 4) comenta que “com respeito a aprendizagem, se enfatizam a aprendizagem e,
por conseguinte, os problemas que constituem fonte de aprendizagem e desequilibrio para os quais
os alunos nao dispdem de todos os conhecimentos para a sua resolugao”.

O contexto de nascedouro anterior foi capaz de impulsionar um vigor cientifico reconhecido, sobretudo,
num periodo de 20 anos (ARTIGUE, 1995, p. 7), culminando com a elevagdo para um status de area
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de investigacdo, nominada de Didatica da Matematica - DM, como assinalamos no inicio. De modo
natural, a sistematizacdo de conhecimentos cumulativos na area exigiu a formulagdo de principios e
paradigmas investigativos. Assim, constatamos o surgimento da Engenharia Didatica, representando
um modus operandi de perquiricdo sistematica e cientifica dos fendmenos relacionados com o ensino
e com a aprendizagem em Matematica em seus diversos niveis (LABORDE, 1997).

Por outro lado, com forte influéncia do pensamento piagetiano, Artigue (1995, p, 12) recorda que a
Teoria das Situagdes Didaticas — TSD proporcionou uma sistematica de analise, discussao, controle e
previsao de sequéncias didaticas estruturadas para o ensino. Ademais, a autora aponta a necessidade
do emprego de paradigmas de experimentacdo e controle de investigacao. Nesse ambito, de modo
prosaico, podemos relatar o emprego, que se mostrou extremamente proficuo, em carater de
complementaridade, da ED como metodologia de pesquisa e da TSD, como aporte metodoldgico
explicativo dos fenémenos de ensino e aprendizagem diante de sequencias.

No rol de interesses da ED, assinalamos o entendimento e controle epistemoldgico, por parte do
pesquisador, o que permite o estudo das “representacoes epistemoldgicas” (ARTIGUE, 1989, p. 1).
Tal controle, segundo Artigue, funciona no sentido de: auxilia-nos em retomar a historicidade dos
conceitos cientificos matematicos; auxilia-nos em compreender o papel das nogdes metamatematicas,
como o rigor, cultivado no ensino atual (ALVES, 2011).

Sobre o0 escopo de analise da epistemologia e da TSD, Artigue (1989. p. 3) explica:

O didatico se preocupa pela construgao de conhecimentos matematicos num meio
constituido para tal fim [...]. Nesse sentido, ele se confronta com os problemas
de elaboracdo (por pesquisas do tipo de engenharias didaticas) ou de anadlise da
génese de conhecimentos que, para distinguir da génese histdrica, sao qualificados
frequentemente como génese artificial.

Outras preocupacoes que permitem delimitar uma analise epistemoldgica residem na apreciacdo ou
“vigilancia epistemoldgica” entre o que é produzido na academia e o saber ensinado em instituicdes
de ensino (em nosso caso a academia). Artigue (1989, p. 4) esclarece um pouco mais seu objeto
de interesse ao mencionar que a “epistemologia intervém neste nivel num plano mais geral do
que simplesmente visar o ensino de Matematica. Ndo se trata simplesmente a transmissao de
conhecimentos matematicos” e, sim, a criagao de uma cultura matematica (DOUADY, 1995).

Sua tonica de discussdo evoluiu num contexto de desenvolvimento de engenharias didaticas tendo
em vista a andlise do ensino atual. E, pouco mais adiante, Artigue (1998, p. 4) discute relacdes
viscerais entre a epistemologia e os obstaculos epistemoldgicos. Dessa forma, sob influéncia do
pensamento de Brousseau (1994; 1986, 1988), a autora menciona as categorias de obstaculos de
origem ontogenética, de origem didatica e de origem epistemoldgica. E, antes de concluir a presente
secao, de modo prosaico, podemos identificar as seguintes fases sistematicas: analises preliminares,
analise a priori, experimentacdo, analises a posteriori, validacdo (interna e externa).

Nesse sentido, Artigue (1996, p. 249-250) explica considerar na primeira fase (analise preliminar) uma
analise epistemoldgica dos conteldos visados no ensino; analise dos entraves no campo de ensino
em que pretendemos realizar uma agao didatica; exame das concepgles e conhecimentos prévios dos
alunos e, por fim, analise do ensino atual (inspecdo dos compéndios especializados) e seus efeitos.
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Por fim, todos os elementos anteriores levam em consideracdao os objetivos desta investigagdo que
indicaremos doravante.

Nas analises a priori, seguindo o procedimento standard das investigacOes dessa vertente, busca
responder as questoes levantadas e validar, refutar ou modificar eventuais hipoteses. Por intermédio
de um apelo mnemonico, Brum & Schuhmacker (2013) indicam os elementos essenciais. E, dando
continuidade, “o pesquisador deve elaborar e analisar uma sequéncia de situacOes-problema”
(ALMOULOUD, 2007, p. 174). (ver figura 2).

De maneira semelhante ao destacado por Artigue (2008, p. 4-5), em nosso caso, o uso da ED e da
TSD, na fase de experimentacado, devera proporcionar uma pratica controlada na intervencao em sala
de aula, de modo que, o pesquisador-professor, em consonancia das variaveis micro-didaticas eleitas
nas duas fases iniciais da ED, consiga predizer as reacOes dos aprendizes e interpretar os sentidos
produzidos pelo grupo controle.

objetivo 2
ser
alcancado

P —
Analise

a priori

G

prever as
estratégias
de solucio

Figura 2. Brum & Schuhmacker (2013, p. 70) vislumbram os elementos essenciais cotejados na analise a priori de um
ED e seu encaminhamento

Dando prosseguimento, recordamos que “a analise a posteriori de uma sessao € o conjunto de
resultados que se pode tirar da exploracdao dos dados recolhidos e que contribui para a melhoria
dos conhecimentos didaticos que se tém sobre as condicdes de transmissdo do saber em jogo”.
Ademais, nao podemos perder de vista as consideragoes de Laborde (1997, p. 103) ao mencionar
que a validacao da ED consiste em “comparar os resultados de duas modelizacoes diferentes para o
mesmo objeto”. Em nosso caso, com a intengdo precipua de maior obtencdo de dados para a etapa
final, o modelo de comparacao reside em considerar as mesmas situacoes didaticas, aqui discutidas,
com outras abordagens que exibem énfase maior na etapa de institucionalizacdo, caracteristico de
um ensino académico que evidencia os aspectos estruturantes da Matematica, em detrimento de uma
abordagem qualitativa e numérica (ARTIGUE, 2013, p. 3).

Logo em seguida demarcaremos o corpus tedrico de nosso interesse e a identificagdo de algumas
questdes de ordem epistemoldgica.
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4. ASPECTOS EPISTEMOLOGICOS E METODOLOGICOS PARA O ENSINO DE INTEGRAIS NA
VARIAVEL COMPLEXA

In primo impetu, nossas preocupacoes na presente secao podem ser resumidas nas reflexdes de
Wegert (2012, p. 1) quando declara:

Representacdes graficas de fungdes pertencem ao rol de instrumentos poderosos em
Matematica e suas aplicagbes. Enquanto que graficos de funcdes escalares podem
ser retratados facilmente no plano, o grafico de fungGes complexas em uma variavel
€ uma superficie num espaco quadridimenssional. Desde que nossa imaginacdo é
treinada em trés dimensdes, muitos de nds possuem dificuldades em enxergar tal

objeto.

No excerto anterior, indicamos um entrave epistemoldgico que produz obstaculos imediatos, na
medida em que desenvolvemos uma preocupacao com a mediacao didatica em sala de aula.

Figura 3. Wegert (2012, p. 1) comenta um conceito tradicional de visualizacdo de fungbes na variavel complexa conhecido
como analytic landscape (paisagem analitica)

Na figura 3, Wegert (2012, p. 1) comenta a proposicao de um método para a visualizagao de fungbes
na variavel complexa nominado por Edmond Maillet (1865 — 1938) por analytic landscape (paisagem
analitica). Assim, Wegert menciona que em 1903, Maillet concedeu o tratamento de graficos dos
valores absolutos de uma funcao. Em carater explicativo, Wegert (2012, p. 1) comenta que, na
figura 3, ao lado esquerdo, divisamos a aplicacdao do método ao caso da funcdo na variavel complexa
gama e, a descricdo de suas propriedades, atualmente, se tornaria tarefa inexequivel sem o trato
computacional.

De modo simplificado, 0 método que mencionamos “envolve somente a parte do modulo de uma
funcao, e o argumento é perdido” (Idem, 2012, p. 1). Por outro lado, a partir do método envolvendo
0 uso de colored analytic landscapes, o problema da descricao de fungdes na variavel complexa ficou
resolvido. Wegert (2012, p. 2) assinala a relevancia do método para a visualizacao de fungdes na
variavel complexa, entretanto, questiona: Por que existem tantos livros textos sobre Andlise Complexa
sem uma Unica figura?
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O questionamento de Wegert se mostra imprescindivel, posto que nosso interesse gira em torno dos
aspectos epistemoldgicos e metodoldgicos. Ora, quando nos atemos ao viés epistemoldgico, o carater
de transicao relativamente ao carater intrinseco da teoria que discutimos pode entendido melhor
quando observamos as consideracdes de Shokranian (2011, p. 143) quando assinala que:

Na teoria das fungGes reais, originalmente, a integracao foi usada para calcular a area
de uma figura geométrica ou o volume de um solido. Diferentemente, na variavel
complexa, a teoria da integracdo é uma ferramenta para estudar fungdes analiticas,
tais como os Teoremas de Cauchy e outros que mostraremos. Por outro lado, uma das
aplicacdes fundamentais das integrais das funcdes complexas é também o calculo das

integrais definidas de uma variavel real [...]

O excerto anterior proporciona o entendimento da evolucdo sistematica de uma teoria matematica
e, naturalmente, acréscimo de seu carater abstracionista, fator que pode desempenhar um papel
antagbnico ao pensamento intuitivo, heuristico e provisdrio. Antes de concluir, registramos as
preocupacoes de Needham (2000) com o papel da visualizacao no contexto da Analise Complexa (ver
figura 4). O autor discute um método de visualizacao de funcOes na variavel complexa, ndo obstante,
indica obstaculos epistemoldgicos semelhantes aos apontados por Polya & Latta (1974) e Wegert
(2012).

Com efeito, Needham explica que na medida em que nos atemos ao estudo de funcles na variavel
complexa z, tal abordagem nao é mais praticavel, uma vez que, para compreender o comportamento
do par (z, f(z)) “precisamos de quadro dimensdes. Duas para z = x+iy e duas que correspondem
f(z)=u+iv" (NEEDHAM, 2000, p. 56).

Este autor adverte ainda que embora necessitemos de um espago de quadro dimensoes (IR“) para
descrever o conjunto dos pontos  (x,y,u,v)=(z, f(z)) , o “grafico, ele préprio é bidimensional,
significando que apenas dois nimeros reais sao necessarios para identificar cada ponto nele presente.”
(NEEDHAM, 2000, p. 56).

Figura 4. Método proposto por Needham (2000, p. 56-57) para visualizacdo de graficos de fungdes na varidvel complexa
no contexto do espaco IR’
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Para concluir essa secdo, recordamos que Artigue (1996, p. 247) indica as seguintes etapas:
concepgao, realizacdo, observacao e a andlise de sequéncias de ensino. Mas, do ponto de vista da
acao experimental e tempo investigativo, Artigue distingue ainda: (1) fase de analises preliminares;
(2) fase de concepgao e analise a priori das situacdes didaticas; (3) experimentacdo e, por fim, (4)
analise a posteriori e validacdo de todo aparato construido.

Doravante, nao desenvolveremos um expediente que busca descrever e explicar para o leitor os
elementos essenciais de cada uma das fases apontadas acima Artigue e, tdo somente, a descricao de
situacOes didaticas afetadas pela perspectiva da TSD. Desse modo, na medida em que indicaremos
um problema ou entrave, efetuamos “o primeiro passo para uma Engenharia Didatica” (DOUADY,
2008, p. 2). Isso posto e tendo como cenario de apreciacao a Transicao Complexa do Calculo - TCC,
indicaremos a relevancia da seguinte problematica: Os estudantes manifestam dificuldades para o
entendimento geométrico do processo de integracao de funcdes na variavel complexa.

Assim, na proxima situacao didatica (BROUSSEAU, 1986, p. 324) discutiremos a resolucao de algumas
integrais buscando evitar, do ponto de vista metodoldgico, um trato eminentemente analitico (ALVES,
2011; 2014a; 2014b; 2014c).

Situagdo-problema I: Decidir o carater de convergéncia/divergéncia das integrais de Fresnel,

costumeiramente designadas por C(h)= I; cos(hx’)dx e S(h)= '[0 sen(hx”)dx , aonde helR.

Comentarios: Constitui como componente da devolucao do estudante a definicdo, de modo autdonomo,
das variagOes definidas das integrais acima e, nesse caso, realizar a substituicdo da interrogacao “?”
por um simbolo que permite a identificacdo de integrais improprias.

Situacdao de agdo. Assumimos como pressuposto de que “a constituicdo do sentido, tal como
entendemos, implica numa interacdo constante dos alunos com situacdes problematicas, interacoes
dialéticas (caso o sujeito antecipe, finalize suas agoes) [...]” (BROUSSEAU, 1998, p. 117). Assim,
de modo preliminar, os alunos manifestam uma acdao em situagao, na condicdo em que a situagao
problema manifeste um sentido e desperta o interesse dos mesmos.

Desse modo, com origem nas adverténcias de Wegert (2012) e Needham (2000), trazemos a figura 5,
afim de proporcionar ao estudante um entendimento grafico-geométrico das integrais C(k) e S(h).
Os alunos devem ser instigados a investigar seu comportamento no intervalo [0,+). Na figura 5 os
alunos devem perceber uma quantidade crescentes de “cristas” ou “ondas”, com a mesma amplitude
gue se mostra invariante, entretanto, na medida do crescimento da variavel, o que estimula uma
apreciacao e analise perceptual da esquerda para a direita, os sujeitos devem compreender que as
contribuicdes progressivas das areas, limitadas pelos graficos das funcdes tendem a decrescer, tal fato
qualitativo que sugere a convergéncia e nao a divergéncia das integrais correspondentes.
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Figura 5. Na situacdo de acdo proporcionamos a descricdo grafico-numérica do comportamento das integrais de Fresnel
(elaboragao do autor)

Mas, com o auxilio do método indicado por Needham (2000), que observamos na figura 3, pode ser
exg!orado e, assim, os alunos passam a considerar apenas as integrais das fungdes J:ﬂ cos(hx’)|dx e

j |sen(hx’)|dx , como divisamos na figura 5 (gréficos nas cores azul e preto). E, dessa forma, a
atividade de producao de conjecturas relacionadas com a inspecao do comportamento de convergéncia
e divergéncia deve ser estimulada no contexto da variavel real.

Ademais, a introducdo da variavel complexa ndao pode assumir um carater misterioso ou algo
estabelecido, de modo arbitrario, pelo expert. Desse modo, na medida do possivel, o professor
pode instigar o estudo de relagdes do tipo e = cos(hx*)+isen(hx*), originadas pelo emprego
da relacao de Euler. Dessa forma, o link conceitual pode ser introduzido, na medida em que

jo“’ ™ dx = j:’ cos(hxz)dx+i_|.: sen(hx*)dx = C(h)+i-S(h) e a conclusdo que, na verdade, as
integrais de Fresnel representam a parte real e imaginaria de uma integral de uma funcdo na variavel
complexa.

Ainda na situacao de formulagdo, recorremos agora a figura 6, nos sentido de indicar alguns elementos
que podem ser o objeto da mediagao do professor, na medida em que pode convidar os aprendizes
no entendimento do comportamento da fungao na variavel complexa f(z) e sua representacdo
geométrica, por intermédio do método analytic landscape.

Figura 6. Mapa de cores (analytic landscape) empregado em fungGes da varidvel complexa com o CAS Maple
(elaborado pelo autor)
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Situagcao de formulacao. Almouloud (2007, p. 38) esclarece que, neste momento, a troca de
informacdes e mensagens entre os aprendentes é imprescindivel. Ademais, o resultado do debate
a dialética “permite criar um modelo explicito que pode ser formulado com sinais e regras comuns”.
Na figura 6, por exemplo, os estudantes podem comparar as fungdes na variavel complexa do tipo

;e =exp(z) ou e = exp(—z?)-

zt+1
Na figura 6 sao estimulados a notar a presenca de quatro “vulcdes” que correspondem a comportamento

das singularidades da fungao Algumas propriedades podem ser provisoriamente compreendidas

2t +1°
e aceitas pelo grupo, nao obstante, na fase seguinte, o professor estimula um debate sobre a “certeza
das assercoes” (ALMOULOUD, 2007, p. 40). Nesse caso, devera ser introduzido um problema adequado
para o trato da integral 1(h) = I: ™dx eo consenso, alcangado pelo grupo, de que o problema
exige a introducao da variavel complexa. Assim, na fase subsequente, a introdugdo da mesma sera

discutida.

Situagdo de validacdo. Aimouloud (2007, p. 39) explica que “é a etapa na qual o aprendiz deve mostrar
a validade do modelo por ele criado, submetendo a mensagem matematica (modelo de situacdo) ao
julgamento de um interlocutor”.

Dessa forma, devem considerar as seguintes integrais C(h) = J: cos(hx*)dxe S(h)= oosen(hx2 )dx,
aonde helR™ . Por outro lado, vejamos o comportamento detalhado da seguinte integral que
comentamos na segao anterior e indicamos por

I(h) = j: ™ dx = j: (cos(ix®)+isen(hx))dx = j: cos(hx?)dx +i j: sen(hx*)dx = C(h)+i-S(h)

Mas, vamos retornar a integral I(h) e efetuar a seguinte substituicao

2

e ainda que z’=—ih-x* <>ih-x* =—z> . Segue, pois,

2 =i . de =N ihdx <> dx =—Z
N —ih
a obtencao da seguinte integral I(%) = jowefhxzdx= Iowe‘zzdz . Primeiramente, vamos notar
que, ao considerarmos a integral lim I, (k) = lim ( J'ONe""xzdx) N J': ™ dx = 1(h) . Reparemos
ainda que, ao considerarmos 4 >0, tomaremos arg(—ih)z—% e que arg(\/—ih)z—%. Todavia,
tomaremos o seguinte arg(—ih) = —% Ccomo no primeiro caso e arg(~/—ih) = +%. Ou seja, teremos

ionr

dois casos: ~—ih =,J|h|-e * , onde o =sign(h)==1, conforme tenhamos h>0 ou h<0,

respectivamente.

56



Revista Thema
2016 | Volume 13 | N© 1

< AVILA._1ggb.ggb o A=)
Arquivo Editar Exibir Opcbes Ferramentas Janela Ajuda Entrar...
=1 A ] 2 . =2 - =
DR ER S e E RN E » @
¥ Janela de Visualizagdo X! | ¥ Janela de Visualizagdo 2 X
V  oa— v NV ‘ of L:,L,, ACY
Ny
15
3 2
fay = 2224) \ J=2
4
Visualizagao, da Desigualdade
-5\/'3 | | u | 2 3\_/ 7
02
Entrada: <1}

Figura 7. Visualizacdo de propriedades (desigualdades) e descricao dinamica da regido de integragdo com arrimo no
software GeoGebra (elaboragao do autor)

Reparemos ainda que a integral anterior

e dz, onde designamos

I,(h)= Neihxzdx: e —
l LIN */: { \/76‘7 \/7I

o caminho (segmento retilineo) descrito por L, (ver figura 7) ligando o ponto (0,0) ao ponto
N, = =NV=-ih =N 0 —N cos| —— [+ -— N cos| —— |- Uﬂj
ih \/7 e \/7[ ( j lsen( )] \/7[ [ j lsen[ 4

Dessa forma, consideraremos dois pontos [N\/Z cos(—Tj ~Nh sen( D e

(N\/ hcos(—Tj —N~/— sen( D Por outro lado, percebemos que a fungao

lO'/Z'

que comparece na integral e dz € uma funcdo analitica em todo

Ly (k)= ff

plano, em particular, ndo possui singularidades no interior da regidgo (ver figura 7) cujo
contorno dinamico € indicado por y::LNUCNU(—L'N). Dessa forma, podemos escrever

Ie‘zzdz = I e dz= j e dz+ I e dz + J e“dz=0.0u ainda, de acordo com

Ve Ly UCN U(*L‘N) Ly Cy (*LIN)

. ~ . . —22 —22 —22
a orientacao dos caminhos escolhidos, teremos: I e " dz = J-e dz + J- e dz . (ver
Ly Ly Cy

figura 7).
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Por outro lado, mostraremos que a Ultima integral, ao lado direito, vale zero, quando N — . Com

- - - ~ — 2
efeito, vamos investigar o comportamento da expressao Ie “dz|.

Cy

substituicao z = N\/m-e"", para 0< HS%. Ora, teremos que dz = N\/m-ei"de e também que

[e dz—J.a“_N( Nf e’dg= [ TN 1] a0

Cy

Ou ainda, escrevemos:

Para isto, vejamos a seguinte

J.o_a% ei(NZ‘h‘.(cos(28)+isen(29))) N /|h| e?do

<[

< [T csmeo) G o

A e_(Nz‘h‘_(cos(zg)) .e_(NZ‘h‘-isen(L?))) N\/W‘ |d¢9| < N\/W 0,,4

46 -

~(N2||-(cos(20))

0|

Agora, passaremos a investigar o comportamento da seguinte integral N /|A| J‘A Nl eos20) g9

e, para tanto, empregaremos a seguinte substituicdo @ = % -20 20 = %— Q

Z e 9=Z—>¢ 0. E, ainda que dp=-2d0 e

2
cos(26) =cos (%— qoj =Cos (%j cos + sen [%) = sen )

V.5 2 N h ” 2
Portanto, reescrevemos a integral ‘N\/WJ‘OA ¢V IHheos(20) d@‘: @ J‘OA e V@) g Por

, mas, nesse caso, teremos: 0=0—¢=

outro lado, conhecemos a seguinte desigualdade seng > 2—(0 sempre que OSgos%. E, dai,
Vs
2 N‘/ 2 ,/ 2N |nL
teremos: I j/ N hkseno)” g j [ ”} dp e, pela
C 2 0
o N2|h|¢ N4
substituicao Uu=-12——du=-2——dp<>dp=— sT-du e segue que
T T 2N |h|

72 i g

el el

el e e

:N‘/mj‘%e". AP .[
2 Jo 2N |h| 4N\/7
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No proximo passo, passaremos a considerar N — o e, desse modo, vemos que

I e dz

Cy

<~ 0
4N\/m_>

. . 1 . i
menos tao depressa quanto o numero N tende a zero. Doravante, obtivemos a igualdade

0 que nos permitird inferir que a integral anterior tende a zero, pelo

lO'/Z'

anterior J.e dz—J.e dz+je dz e, recordando que I,(h)=

A A =g fete e
portanto,  escrevemos: _[ON " dx =1 v(h) = eT;d{ I e dzJ = e|—2|[ _[ e dz+ I e dz}

Ly Ly Cy
e, quando levamos em consideragao N —>© , estabelecemos
ior E ﬂ
N . e 4 _.2 1 N—o0 e 4 N ‘h‘ .2 e 4 +00 2
IO ™ d dx=1,(h)= Ie “dz +0(—j — J.o \Fe “dz |= IO e’ dz.
Al N 1] 1]
. . +o 2 T
Por fim, tendo em vista que IO e dz= > encontraremos que

10'71'

™ dx = e +isen . Por outro lado, vemos
Iy /— /— /— e

também que IO e dxz_[o (cos(hx*) +i-sen(hx’))dx . Em seguida, resta-nos comparar

as partes real e imaginaria das expressdes anteriores e, finalmente, estabelecer a igualdade

\/; (o4
2—\/WCO (_j 4\/7
Jz

+o0 or
_[0 sen(hx?)dx = 5 |h| Sen( j— 4\/7 = O'I cos(hx?)dx .

Situacdo de institucionalizacao. Aimouloud (2007, p. 40) esclarece que “uma vez construido e validado,
0 novo conhecimento vai fazer parte do patrimonio da classe embora nao tenha ainda o estatuto
de saber social”. Com tal ponto de vista, o professor podera valorizar o papel da visualizagao (ver
figuras 5, 6 e 7) tendo em vista a aquisicao de uma cultura matematica e o delineamento de habitos
intelectuais aplicaveis em outras situagdes de ensino.

pretendida que indicamos por Iomcos(hxz)dx: enquanto que

Outrossim, com arrimo nas perspectiva de Avila (1987, p. 77), se mostra imprescindivel para o estudante
compreender e distinguir o trato de determinadas integrais que exigem métodos elementares para
a sua resolucao definitiva, como o caso de algumas integrais na variavel real, de outros casos que
envolvem o emprego da varidvel complexa e, os alunos “sao expostos a exemplos relevantes de
calculo de integrais por residuos que ndo podem ser calculadas por métodos elementares” (AVILA,
1987, p. 78).
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Ademais, constitui ainda um olhar epistemoldgico globalizante a ser perseguido pelo grupo o
entendimento do papel ndo isolado das integrais de Fresnel, na medida em que podem ser
identificadas na Otica, para explicar fendmenos de difracdo e surgem também em outros métodos
matematicos (método da fase estacionaria), como assim comenta Avila (1987). Este autor observa,
por exemplo, que “as franjas observadas num anteparo que recebe luz difratada por um obstaculo no
semi-plano sdo explicadas em termos das integrais de Fresnel” (AVILA, 1985, p. 84) e, a curva plana

parametrizada definida por a(t)=( _[Omcos(tz)dt,Jo+wsen(t2)dt) é chamada por espiral de Cornu
(HAIRER & HANNER, 2008, p. 264). E, nesse caso, o expert tem a possibilidade metodoldgica de
assinalar um link conceitual com o Calculo em varias variaveis que se inicia com o estudo de curvas
parametrizadas e funcdes em varias variaveis e podera evoluir até o contexto das fungbes na variavel
complexa. (ver figura 8).

I:D cos(ht*)dt mavwicio . " TRANSICAO o &
2 = {a(r)z(jo cos(t*)dr, | sen(tz)dt) =" [ cos(n)dx +i” sen(in)d
I sen(ht’)dr o ANALISE COMPLEXA
0
cov

Figura 8. Perspectiva de transicao da nocdo da integral de Fresnel ao decurso dos estudos académicos
(elaboracdo do autor)

Para concluir, a exploracao e mediagao ao longo dos momentos da TSD, devem proporcionar a
exploracao de determinados elementos costumeiramente desconsiderados pelos autores de livros
sobre o assunto (FLANIGAN, 1972; GONG, 2001; LINS NETO, 1996; SOARES, 2014). Nos mesmos,
divisamos a desconsideragdo do componente heuristico e visual de apreciacdo e correspondente
abordagem dos conceitos fundantes.

5. CONSIDERAGOES FINAIS

Abordamos a descricdo do ponto de vista tedrico de alguns elementos previstos por um design
de investigacdo em Didatica da Matematica, que possibilita a obtencdo de conhecimentos didaticos
acerca de alguns contelidos matematicos, conhecido na literatura como Engenharia Didatica. Em
nosso caso, recordamos que “o término da Engenharia Didatica designa um conjunto de sequéncias
de classes concebidas, organizadas e articuladas no tempo, de maneira coerente por um professor-
engenheiro, com o fim de realizar um projeto de aprendizagem para uma populagao determinada de
alunos” (DOUADY, 1995, p. 62).

Dessa forma, confrontamos o expediente metodoldgico acentuado nas fases dialéticas da TSD,
previstas por Almouloud, tendo em vista a exploracdo da tecnologia atual; com o empenho didatico
de matematicos profissionais (AVILA, 1985; 1987; 1989) com a intencao de proporcionar um
entendimento heuristico da resolucdo da integral de Fresnel e um contexto maior e relevancia do
seu papel em Matematica (ver figura 8), diante de uma sistematica que proporciona a descrigao
qualitativa das fases de agao, formulagao, validagao e institucionalizagao.

Diferentemente das abordagens registradas nos compéndios de livros sobre o assunto, que revelam
uma predilecdo pelo trato algoritimizado, na fase de institucionalizacdao, o saber elaborado e
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construido como consequéncia da interagdo do grupo, se constitui como fruto da interacdo entre o
modelo matematico e o modelo computacional que, de modo indubitavel, proporciona uma atividade
qualitativa de producao de conjecturas por parte dos participantes (ALVES, 2016). Ademais, as
construgdes viabilizadas pela exploracdo do CAS Maple e do software GeoGebra ndao devem produzir
uma dependéncia secundaria para a evolucao das estratégias de resolucdo das situacdes. Outrossim,
devem constituir elementos, fundamentados pela necessidade de visualizacao e identificacao
perceptual de elementos importantes em cada problema.

Com origem nas figuras 6 e 7, podemos proporcionar um entendimento comparativo das possibilidades
tecnoldgicas ha décadas e os instrumentos hodiernos (ver figura 9), que se mostram capazes de auxiliar
um processo de transposicao didatica que evite ou, pelo menos, suavize os elementos de natureza
epistemoldgica, que indicamos em secdes anteriores, que proporcionam entraves ou concepgoes
inadequadas nos estudantes que, em muitos casos e no estudo de varios assuntos na academia,
tendem a preservar o tratamento analitico-procedural, formal e estruturante, em detrimento de um
viés intuitivo e heuristico.

- C(s)

N se h>0

Figura 9. Avila (1985, 1987) discute elementos envolvendo preocupagdes com o ensino de métodos de integracdo na
variavel complexa e exemplifica com a integral de Fresnel

Finalmente, defendemos que alguns entraves epistemoldgicos que discutimos nas se¢bes passadas
podem ser modificados por intermédio de uma transposicao didatica (CHEVALLARD, 1991) distinguida.
Em nosso caso, elegemos a perspectiva caracteristica da TSD que, tendo em vista seu quadro
epistemoldgico de referéncia, pode permitir a modelizagao, replicacdo (BROUSSEAU, 1986; 1994;
1998) e reproducao empirica da proposta de abordagem apresentada e discutida aqui.

Dessa forma, o término da Engenharia Didatica devera designar “um conjunto de sequéncias de
classes concebidas, organizadas e articuladas no tempo, de maneira coerente por um professor-
engenheiro, com o fim de realizar um projeto de aprendizagem para uma populacao determinada
de alunos” (DOUADY, 1995, p. 62). Diante das consideragdes de Doaudy e de modo afetado pelo
seu ponto de vista, defendemos a presenca de elementos diferenciados presentes nas situagoes
discutidas aqui e que detém o potencial de aplicacdo e testagem em sala de aula, tendo como escopo
o0 aperfeicoamento da transmissdo do contetido de integracao de funcdes na academia.
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